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1 Grundbegriffe der Numerik

1.1 Stabilitdt und Kondition

Auswerten von Funktionen:
Gegeben x, berechne y = F(x)

F: X —=Y: X,Y normierte Raume
F(x)

Yy

NG FE;) y/

Mathematisch: Stetigkeit!

X

Definition 1.1  Stabilitat
Wir nennen die Auswertung von der Funktion F: X — Y

(a) stabil, wenn F stetig ist, d.h.:
Ve > 030 =0 Vx, X' e X [x =X <d=>|FXx)—FX)|, <e

(b) lokal L-stabil, wenn F lokal Lipschitz-stetig ist:
Vx € X36(x) > 03 Ko(x) >0:
VX' lx = Xl <6 = IF(x) = F(X)ly < Kollx — X'l

(L-stabil = stabil, aber nicht umgekehrt)
Quantifiziere die Abhangigkeit:

x'=

16y _ IIF(x = bx) — F(x)|

= < Ko(X)
16, 16, ’
Definition 1.2 Konditionszahlen
Die absolute Kondition einer Abbildung F: X — Y ist
F ) — F
Kabs(X) :sup{|| (X+|(|S5)H )l |0 #0,x+0X EX}

entsprechend die relative Kondition:

I1F(x +6x) = FCOI/IIF )|
101 /11x]

n,e,(x)zsup{ |5X¢O,X+5XEX}

(F(x) #0,x #0)
F:x—y

e .gut konditioniert”, wenn k(x) ,klein”
e schlecht konditioniert” sonst

Erwartung:

e gut konditionierte Vorschriften erlauben eine Berechnung auf dem Computer!
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e bei schlecht konditionierten Vorschriften sind Probleme zu erwarten, und zwar unab-
hangig von numerische Verfahren

Beispiel 1.3 (Kondition der Addition)

y = F(xi,x)=x+x
X = (X1YX2)T
6X = (6X1' 6X2)T
F(x + 6x) F(x) + AF(x) - 8¢ + O(]|64]2)

= [F(x+6x) = F(X)| < [JAF(x) -] + O([16:117) < IAFX) x|l + O(l10x117)
& W < [[AF)| + O([[oxl)

AF(X) = (1, 1) = |AF(X)| = V2
also: kaps(X) = V2

relative Kondition: k(x) = v2-l

[x14+x2]

X1 A —Xo, Ix1 + x| < [|x]| = {/x? + xZ Kondition groR!
= Addition ist schlecht konditioniert fur x; = —x»!

Beispiel 1.4 [ 6sung der Quadratischen Gleichung
Betrachte Losung von
x> =2px+1=0

=>Xxpo=pxp?—-1 (p € [1,00))

2 __
FiR— R F(p)[ (/ )
p— p*—1
Taylorreihe: .
F(p+6p) = F(p) + —(p)5p +O(16,%)

|F(p—0p) — F(p)l H
!6!

H+0;5 )

(p)

)

| || euklidische Norm

2p% —1
Kabs(P) = V2 21

schlecht konditioniert fiir p — 1

k(p) = V2 P_l Pl
N e R

— schlecht konditioniert fiir p — 1!



Peter Bastian: Numerik 0 (21.10.2009) 7 1.2 Numerische Auswertung von Funkt. ..

1.2 Numerische Auswertung von Funktionsvorschriften

y = F(x) kann in der Regel nicht exakt realisiert werden. Stattdessen realisieren wir fiir k € IN:
y® = F (X(k)) mit FK) 2 x(0 — (0 (1.1)
x5y normierte Raume

Beispiel 1.5

(a) F: R®> = R, F(x1, %) = X1 + X
F: (F(10, k,2))2 = F(10, k,2),  FEO P, x{) = x1) g x (K
0, myms---my - 10¥¢ (,Kommazahl")

(b) Fr:R—=R F(x) = exp(x) _
FOR—-R FRO =143k %

In beiden Beispielen gilt: X*) ¢ X, Y c Y

Wir setzen voraus: XK C X

aber nicht unbedingt: Y C Y

Es gebe aber eine Abbildung R : Y — Y mit RX) linear und L-stabill

Beispiel 1.6 \ /
Y = C(0.1]) i | ;

y (k) — R(k+1) : 5 :
(R(k)y),-:y(é) 0<i<k :

Definition 1.7 (Konvergenz)

Die numerische Auswertung (1.1) heit konvergent, genau dann wenn fiir jedes x € X gilt:
Ve > 03 ko(e) € NTd(e, ko) > 0:
Vk > ko, ¥x' € XK Ix = X|| <6 = |ROF(x) — FROX)| <€

Aus der Definition 1.7 folgt auch die Konvergenz von
IROF(x) — FO(X)|| — 0 fir k — oo, x' € X
denn:
IRWF(X) = FO)

< JRWF(X) — ROEG)||+ IRWF(x) — FO )|

RM(F(x')—F(x))—=0, —0
wenn R(k),F stabil

IRWF(x) = FYI
= |[RWF(x) = RWF + [RWF(X) = FO)|

—0




Peter Bastian: Numerik 0 (21.10.2009) 8 1.3 Losung von Gleichungen

Wiederholung 1

Funktionsauswertung:

exakt: F: X — Stabilitat, Konditionszahl
im Rechner: F(: XK 5 y(k) keN
X c X, Y ¢ X

Definition 1.7
Ve > 03 ko(e) 36(e, ko):

(a) Vk > ko, ¥x' € XB) 1 [[x = x| <6 = [RWF(x) — FO(X)| < e
(b) Vk > ko, ¥x' € XW) - [RWF(X)|| <€
(a) & (b) falls F stabil. (b) = (a)

IRWFE(x) = FOX)
< IRWEG) = ROE)|+ [RWF(X) - FOX))

,Konditionanalyse" ,Rundungsfehleranalyse"

Bemerkung 1.8

o |RWF(x) — RWF(x")| behandelt die Stabilitit von R F
o |[RWF(x") — FW(x")|| behandelt den Rungsungs- oder Abbruchfehler

Was ist mit der Stabilitat der F(9)?

Wir zeigen: Konvergenz der F() = Stabilitat der £

also damit: , [ Stabilitat = [ Konvergenz*

d.h. Stabilitat der F() ist notwendige Voraussetzung fiir Konvergenz!

Satz 1.9
Es sei F stabil und F() konvergent (nach 1.7). Dann sind die F) stabil.

Beweis .
Sei x, x' € X

IFOG) = FOC = IF90) = RYEG) + ROF(x) = FO ()
IFOG) = FROONI < IF9(x) = ROFG)| + IRV F(x) = FO X))
—0 ((b) oben) —0 ((a) oben)

mi
1.3 Losung von Gleichungen
Oft ist eine unbekannte Grole Y implizit durch eine Gleichung bestimmt:
Gegeben x € X (,Daten”), finde y € Y (,Losung”) sodass
G(y,x) =0 (1.2)

erfullt ist.
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Definition 1.6
Das Problem 1.2 heilst sachgemals gestellt falls:

(a) zu jedem x € X existiert genau eine Losung y € Y
(b) Die Losung y hangt stetig von den Daten x ab.

Beispiel 1.7
x € R™ A € R" invertierbar

Gy, x)=Ay—x=0 (wy=A"x)
Die Funktion F: X — Y mit
Vx e X :G(F(x),x)=0
heilst ,Losungsoperator”. Sachgemal gestellt < 3!'F und F stabil!
im Rechner: Ersetze (1.2) durch gendhertes System zu genaherten Daten. Formal: Zu k € IN

betrachte
Gegeben x¥) € X®) finde y € YW sodass Gy, xK) =0 (1.3)

Zu jedem G gibt es den Losungsoperator F): XK) — y (k).
vx € XK GR(FR(xk xkYy =0

Wie oben gelte X(¥) C X, Y& C Y nijcht notwendigerweise.
Aber es gebe: Ry — YK (R™ stabil, linear).
Ziel: eine einfache , Konvergenztheorie"”

Definition 1.8 (Konsistenz)
Das numerische Verfahren (1.3) heiSt konsistent zu (1.2), falls

GR(RWy, x+6xk) =0 fiir k — oo und 6x¥) — 0
~—_————
eX(k)

wobei G(y,x) =0

Jnversion” von G- Y (k) x x (k) _y 7(k)
Es existiere Abbildung H®¥): Z() x XK — Y (k) sodass:

vx € XK vy e Yy . HRO(GW (v, x),x) =y (1.4)
—————
Definition 1.9
Das numerische Verfahren (1.3) heiRt L-stabil, falls H*) L-stabil beziiglich dem ersten Argument
(z) ist

Satz 1.10
Das numerische Verfahren sei konsistent und L-stabil.
Dann ist es auch konvergent.
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Bewelis .
Zuxe€ XseiG(y,x) =0, GWW x+6xK)=0 16x || — 0 fiir kK — oo
IRWy — y |
= [ H®(GW(RMy, x + 6xK)), x + 6x0) — HI (GO (y ), x 4 §x ), x + 6xR) |
R(k)y y(k)
< kol GP(RWy, x 4 6xW)) — GR (y) x4 5x ()|
< Kol GW(RMy, X + x|
— 0 wegen Konsistenz
m|
Beispiel 1.11  (Anfangswertproblem)
gewohnliche Differentialgleichung:
y'(t) = f(t,y(t)) furte [0, T]
y(0) = x (Anfangswert)
Hier: X = R (Daten), Y = C(/)
G:YXX—=Z: (G(y,x) = |y(0) — x| +surl) ly'(t) — f(t,y(t))\)
te
Problem sei sachgemals gestellt.
0 1 2 3 4
=0 \/ t(k)3
Atk
Numerik: Euler-Verfahren. Sei k € IN. Setze
At = % TP At 0<i<k
Taylorentwicklung:
y(t9) =yt + at®)
Atk
= () + oty (6 + B e 60 € 1, 1)
Atk
= (9 4 AR, y (20 + LB > Eiacf + (0,016, (")
umstellen. )
W) = y(t)) = F(EX, y(51)) = @) (1.5)

> y,.(k) ~ y(ti(k)) werden bestimmt durch Ersetzen der rechten Seite durch O in (1.5)
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Wiederholung:

y'(t)="f(ty(t)) tel=[0T] y(0)=x
MitY =CY(/), Z=R

G(y. x) = [y(0) — x| + sup y'(t) — F(t. y (1))l
S
.Gitter" kelN
t = int o< i<k
Taylorreihe:
1

i ) =y () = £ (65, y(£5)) = 0(8t9) = 0 fiir k — oo

Numerisches Verfahren:
Definiere Zahlen yl.(k) eR 0<i<kmit y(k) =X

0
1
(k) (k) (k) (K _ :
(%) At(k) (y,. - yifl) - f(t/fl'y/fl) =0 0<i<k
Mit
y (k) — Rk+1 y(k) _ (yék)' o ,yik))r
(k) .
Yy =X 1=0
G(k)(y(k):x): I K (k k k
Atl(k) (y,.( ) /I.(_i) — f(t,.(_)l, /(—i sonst
GOy x)=0 Numerische Losung der AWA
»Losungsoperator*

FR) - x(k) 5y
R — RkJrl

.(k):F.(k)X:X -
% P (x) {Fi(_ki(x)+At(k)f(t/(f)1'l__i(—ki(x)) >0

,Konsistenz"

RW: v — y®W - (RWy), = v(tl.(k))
(/) Rk+1

GR(RWy, x) — 0 fiir k = oo
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Stabilitat*
Betrachte H(): Z() x X — y(K) jgst G (y(H) x) = 2z FR(x) = HK)(0, x)

Z.(k) _ H_(k) Z_(k)X _ X 0
5= IO = 0 (209, 1 me0r(e), O (29x0) + A0

Zeige: H L-Stabil beziiglich Argument Z®! = Numerik 1!

2 FlieBkommazahlen

Beispiel 2.1
e* — Folien

2.1 Zahlendarstellung

. 2 -2
Stellenwertsystem: x + ... .mB "+ mB+ Mg+ m_1+moB=+ ...

Vorzeichen

B Basis, BeN, 3 >2
m;€40,1,2,..., B — 1} heiBen Ziffern
Geschichte: [Knuth, Band 2, Seite 194]

e Babylonier (=~ -1750), 8 = 60
e Basis 10 ab ca. 1580
e Pascal: B > 2 maoglich

Festkommazahlen:

x:izn:m,ﬁ"

i=—k

Problem:

Plancksches Wirkungsquantum: 6.626093 - 1073*Js
Avogadrokonstante:  6.021415 - 10%—

Definition 2.2 normierte FlieBkommazahlen
SeiB,v,s € Nund B >2. F(B,rs)CR besteht aus den Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

(a) Vx € F(B,r,s) gilt x = m(x) - BX) mit

r s—1
m(x) = £ Z m;B8'~ ,Mantisse" e(x) =+ Z e ,Exponent"
L “

i=1
o 1 0 1
Problem: doppelte Darstellungen. Beispiel: 0= 0.1-10" vs 0.01-10

(b) Vx e F(B,r,s) git x=0V m; #0
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Fir x € F(B, r,s) und x # 0 gilt wegen b)
1
5= ImG)| <1 BT < x| < g (2.1)
Beispiel 2.3

(a) (10,3, 1) besteht aus den Zahlen:
x = +(my-0.1+4 my-0.01+ m3-0.001) - 10%
mit m #0V (m =0Amy,=0Amz =0)
z.B. 0.999 - 101 0.024-10% ~» 0.24 - 107

(b) F(2,2,1) besteht aus Zahlen der Form:

=t mr 4+ myr | 2t =1
X = m12 m24 m =
{2-1,1,21}
{0.3.3}
3 3 1 3 1 1313 _3
A R G - S-S Tl
{-3-zr2{-3-3p1{-3-3}3
normierte FlieBkommazahlen (3, r, s)
. ZJ?':O ejﬁj
(a) x = (iz m+iB~"|-B =
i=1
m(x)
(b) x=0vm=#0
Zahlenbereich:
GroRte/kleinste Zahl:
B-1)(B " +...+1)
Xepo=EB-1B " +...+B87'P B =+(1-p7)7 "
1-B

Betragsmalig die kleinste Zahlen aufser O:

—(B-1)(B+...+1)
\—_—.\f.—_—.—/ s
xpy- =76 o =

F(B,r.s) C DB, r,s) = [X-. x]U{0} U [xy, Xy]
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Praxis: IEEE754/1EC559 Standard

Ziel: Portabilitat. Verabschiedet: 1985
B = 2 mit 4 Genauigkeitsstufen und normierter Darstellung

Format

single | single-ext | double | double-ext
Emax 127 | > 1024 1023 | > 16384
Emin —126 | < —1024 | —1022 | < —16381
Bit Expon. 81| > 11 11| > 15
Bits total 32| > 43 64 | > 79

Double genauer:
e total 64 bit

Exponent: 11 bit : ¢ € [1, 2046] 21 = 2048 e=c—1023
Die Werte ¢ € {0, 2047} werden anderweitig genutzt.

c=0 AN m=0 kodiert die Zahl x=0
c=2047 N m=#0 Kodiert NaN: ,not a number"
c=2047 N m=0 Kodiert Wert oo (Uberlauf)

Mantisse: 64 — 11 = 53 Bit
davon: 1 Bit Vorzeichen
bleiben 52 Bit. Da =2 ist m; =1 damit r =53
N —

(hidden Bit)
4 Rundungsarten: nach: 400, —o0, 0, ,naturliche Rundung”

2.2 Runden und Rundungsfehler

rd: D(B,r,s) = F(B,r,s)
Im Fall des Exponenten tiber- oder Unterlaufs ist B, r, s anzupassen!
Sinnvollerweise verlangen wir:

|x — rd(x)] :jr/nei]r; Ix — y| Vx e D
Mit
% | %
I(x) =max{y e F:y <x} xeD r(x)=min{y e F:y > x}
gilt:
X I(x) = r(x) (x€F)
400 2[00 x=160] < x = r()

r(x)  Ix=10)] > Ix = r(x)]
? [x =10 = |x = r(x)]
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Im letzten Fall ist Rundung erforderlich!
Sei x = sign(x) (X2, m;) B™) normierte Darstellung von x € D

natiirliche Rundung:
m@y:“”ZQW“N21M3”ﬁM falls 0 < m,y <
r(x) =1(x)+pB" falls g <mp1 <pB

Gerade Rundung (38 gerade):
d(x) I(x) (Ix = I(x) < |x=r(x)]) VvV (|x = I(x)| = |x = r(x)] A m, gerade)
= r(x) =I(x)+ B¢ sonst

Definition 2.4
Sei x’ € R eine Naherung fiir x € R. Dann heilst
Ax = x — x ,absoluter Fehler"
und fur x #0
£ = 7X Jrelativer Fehler”

Umformen liefert: x' = x + Ax "2 x(l + %) =x(14¢y)

Ax = x' — x = 100km

x = Entfernung Erde-Sonne ~ 1,5-10%km — e, =6
x = Entfernung HD-Paris ~ 500km — e =0,

Lemma 2.5 Rundungsfehler
Bei der Rundung in F(B, r, s) gilt fiir den absoluten Fehler

M—MWNﬁéﬁwf (2.2)

und fir den relativen Fehler:

|x — rd(x)]

1
< _ 1—r
N = 2P

Beweis .
x=_--- m(x)- B normierte Darstellung von x:
~——

oo viele Stellen

/(X) = 0,m,my, ..., m,3¢
I’(X) = 0,my,my, ..., (mr+1)'ﬁe

r0) = ()] = B

(a) max. Fehler fiir x = w

I(x) + r(x)

|X — I’d(X) < — /(X) = % |I’(X) _ /(X)| — %5e—r
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(b) —
. 1me(x)—r
|X rd(X)| S 2:5 _ E 1 ﬁfr S lﬁlfr
[X] Im(x)| - B 2 [m(x)] 2
————
Im(x)| =B~
m|
eps := 131" heiBt Maschinengenauigkeit (u in MATLAB)
2.3 FlieBkommarithmetik
Fir® e {®,0,0, @} definiere
®: I x I — I als ,Naherung" des entsprechenden * € {+, —,-, /}
Problem: x,y € F dann ist in der Regel x x y ¢ IF
Wir definieren:
Xx®@y =rd(x*y) Vx,y € F (2.3)

Man sagt dann & ist exakt gerundet

Beispiel 2.6
F(10,3,1) x=0,215-108 y=0,125-10"°
Betrachte: x &y = rd(x — y)
1) x—y: x = 0,2150000000000000 - 10®
= 0,0000000000000125 - 108

(x—y) = 0,2149999999999875 - 10°

2) x6y=rd(x—y)=0,215-108

Wiederholung 2
F(B,r,s) C D(B,r,s) CR
rd: D(B,r,s) — F(B,r,s)
bl < G1r oo eps
P,e,0,0: FxF — I exakt gerundet:
x®y :=rd(xx*y)
——

eR

Beispiel: Subtraktion
m(X)ﬁe(X) — m(y)ﬁe(Y)_e(X)""e(X) — ﬁe(x)(m(X) — m(y)ﬁe(Y)fe(X)
—

Beispiel 2.6 Fortsetzung von 2.6
x =0.101-10! — 0.101-10!

schreiben

y =0.993-10° =% 0.099 - 101
0.002 - 10*
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Fehleranalyse

(B=10,r=3,s=1)

relativer Fehler: (20=0cv) — 00020017 ~ 0,176 ~ 35 eps

(xOy)(x=y)
R < 2eps
2 zusatzliche ,guard digit's — exakt gerundet

1 zusatzliche ,guard digit® —

2.4 Fehleranalyse

~» Fortpflanzung von Rundungsfehlern in Rechnungen
Rechnung = Funktionsauswertung
F:R™—R"

F'=TF™ — IF" ,numerische Realisierung” von F
F" wird durch Algorithmus realisiert.

e endlich Viele (=Terminierung)
e elementare (=bekannte) Rechenoperationen (&, ©, ®, @)

F'(x) = @e(. .. 2(01(x)) ...)

Wichtig:

(i) Zu einem F gibt es in der Regel viele Realisierungen im Sinne unterschiedlicher

Reihenfolge, da z.B. (a® b) dc+ad (b® c)
(i) Jedes ; steuert unbekannten Fehler bei
(iii) eigentliche Folge F() : (F()m — ()"
Wie in Kapitel 1 nutze Aufspaltung

F(x)— F'(rd(x)) = F(x)— F(rd(x)) + F(rd(x)) — F'(rd(x))

(1) Konditionsanalyse von F (2) Rundungsfehleranalyse

(1) Differentielle Konditionsanalyse
F zweimal stetig differenzierbar. Nach Satz von Taylor:

- OF; .
I—_,(X—i-Ax):F,-(x)-l—Z—(x)ij-l—Rf(X;Ax) i=1---,n
= Ox;

Fir das Restglied: RF(x; Ax) = O(]|Ax|)?)

Definition 2.7 (Landausche Symbole)
Man schreibt
g(t) = O(h(t))  (t = 0)

falls es t, > 0 und ¢g > 0 gibt sodass fiir alle t € (0, ty] die Abschatzung

9(£)] < Colh(2)]
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gilt. Sprechweise: ,,g(t) geht wie h(t) gegen 0".
Weiter bedeutet

g(t) = o(h(t))  (t—0)
dass es to > 0 und eine Funktion c(t); lim;_ c(t) = 0 gibt sodass
19(t)] < c(t)[h(t)]

,g(t) geht schneller als h(t) gegen 0" (falls h(t) — 0)

Umformen: Fi(x + Ax) — Fi(x) = Z x)Ax;  + O(]|Ax|)?)
J=1 héhere Ordnung

,Fiihrende (erste)" Ordnung

f* 2lemn) ()

Naherung in erster Ordnung: =

Fi(x+A) — Fi(x) . 22
8&

Fi(x

I( ) I — ~——
Verstarkungs- relativer Eingabe-
faktor kjj(x) fehler <eps

Definition 2.8

Auswertung von y = F(x) heiRt ,schlecht konditioniert” in x falls |k;;(x)| > 1, andernfalls ,gut
konditioniert”.,

|kij(x)] < 1 — Fehlerdampfung,

|kij(x)] > 1 — Fehlerverstirkung

Beispiel 2.9
(a) Addition: F(x1, x0) = x1 + xo 9F _ 1 oF _ 1

8)(1 8X2

F(xi + Axi, 0 + Axo) — F(x1, x2) ! Axy N X Axo

= . 1-
F(Xl, X2) X1 + Xo X1 X1 + Xo Xo
— e N | —
?11 El?

schlecht konditioniert flir x; — —x5 |

W22 oF _ oF _
(b) F(Xl,XQ) =X =X > 2X1 0 —2X2
F(x + Ax) — F(x) x;  Ax+1 X Axo
= 2X1 5 > —2x 42 > 5 o
F(x) X;— X5 X1 X — X5 Xo
| OSSO SS—— Mmoo, reersereereeim’
_ X2 _ 2
s e

schlecht konditioniert flir |x1| =~ | x|
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(2) Rundungsfehleranalyse
dh. F(x)— F'(x)  xeTFm
da ® exakt gerundet gilt: Es gibt ein € mit |e|] < eps

(X®y)—x*y_€
X kY N

1
Sxoy=(x*xy)(1l+¢) fiir ein |e(x, y)| < eps = E,Bl_r

Analyse in ,erster Naherung":

Beispiel 2.10
F(xi, x2) = X12 - X22 = (a—x)(x+x)
Falxi, %) = (x10x1) 6 (X0 x)
~—— ~——
Fp(xi, x2) = (X1 ©x) O (x1 B x)

() u=x1Ox3 = (x-x1)(1+€1)
V= 0x = (X x)(1+¢e) €1 # €, aber |g;| < eps

Falxti, %) =uov=(_(u—v)(1+es3)
= (x(1+&1) — 31+ &) (1 +&3)

2
= X2 — X3+ E1X7 — €X2 + E3X7 — €3X5 + £163X7 — 263X
~——

=F(x1,%2) erste Ordnung zweite Ordnung
relativer Fehler:
Fa(Xl Xg) — F(Xl Xz) x? X2
' ' . 1 2
= ——  (e1+ &)+ 5" (e2+e2)
F(Xl,XQ) X; — X5 —_— X =X
—_—— —_——

vergleichbar mit
Verstarkungsfunktion

(b) u=xex =0 —x)(1+e)
v=x1®x =+ x)(1+ &)

Folxi, %) =u®v=(u-v)(1+es3)
= ((x1 = x)(I+e€1) (1 +x)(1+e€2))(1+e€3)
=0 —x2)(1+e +ext+est ... +e1683)

Fola, o) = Flaxe) | G8—X)(erteates)
F(x1, x2) - XF— IR

Definition 2.11
Wir nennen einen Algorithmus ,numerisch stabil“, wenn die im Lauf der Rechnung akkumulierten
Rundungsfehler aus (2) den unvermeidbaren Problemfehler aus (1) nicht lbersteigen.
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2.5 Ausloschung
tritt auf bel

e Addition und x; & —x»
e Subtraktion und x; = x,

Bemerkung 2.12
Bei der Ausloschung werden vor der entsprechenden Operation gemachte Fehler extrem verstarkt.
Achtung: Sind xi, x> € IF so gilt natiirlich

(x1 0 %) — (X1 — X2)
X1 — X2

< eps

Das Problem tritt erst auf, wenn xy, x> bereits mit Fehlern behaftet sind.

Beispiel 2.13
IF(10,4,1)
x1 =0,11258762 107 “ 0,1126- 102
x, =0,11244891 107 i 0,1124 102
=0,00013871 -10? 0,0002 - 102
=0,13871 107t =0,2-1071

keine gliltige Ziffer!
relativer Fehler (von rd(x;) © rd(xx))

0,1-1071—0,13871-107!
0,13871-10°1

1
~ 0,44 ~ 883 - 510*3

—_——
=eps

eps = Abstand(a, x;) = Abstand(x,, b)

| | | |
T T 1

[
acelk X1 ] Xo b = Nachfolger(a) € F

2est—5 kann beliebig grols werden!

Regel 2.14
Setze potentiell gefahrliche Operationen +/— maglichst friih in einen Algorithmus ein

2.6 Die quadratische Gleichung
Die Gleichung
y2=py+q=0
hat flr %2 > q # 0 die beiden reellen und verschiedenen Losungen
p2

p
—f SN L
yvip = fr(p, q) 5 7 9
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Konditionsanalyse:

fr(p+ Ap, g+ Aqg) — fi(p, q)
fr(p, q)

A
=(1+ P P (—p):ﬂF

242 —q)lp+2y% —gq

2

2
fiir % > qund p>0ist f.(p,q) =

2

NI NS

Numerisch stabile Auswertung fiir den Fall %2 > q

p2

N7 g gut konditioniert
p2

+ 7 9 gut konditioniert

fur % ~ q sind f, und f_ schlecht konditioniert

e p<0:y, = g_ p—z— berechne y; = £
P V2= 5 Z q 1=y
————

keine Ausloschung

keine Ausléschung da p<0

0p>0:y1:§+w/%2—q belrechneyzzyi1

3 Motivation linearer Gleichungssysteme

3.1 Stromungen in Rohrleitungsnetzen

1) Netzwerk von Rohren = gerichter Graph
e Knotenmenge

V=A{w,..., Va} V|=n

(v,iw)e E= (w,v)¢E
(v, w) € E heift:
Es gibt Rohr von v nach w
e £ = RrUE, Rohre” und ,Pumpen”
Er={e1,...em}
Ep={ems1,. ., em} |Er| =m

Vieta:
p=y1+y
qa=y1-Y2
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2)

3)

4)

5)

Gesetz von Hagen-Poiseuille
e = (v, w) (Rohr von v nach w)

4

T,

de = SUIeApe (31)
(re Radius der Rohre, I, Lange der Rohre, v dyn. Vikositat)
+de " Volumenstrom in [’”?3] gerichtet!

A" Druckdifferenz: [pa = %]

ge > 0: Strom in Richtung des Rohres
ge < 0: Strom entgegen Richtung des Rohres

Knotenregel
Ef ={(u,w) € E|u= v} ,ausgehend"
E,;, ={(u,w) € E|w = v} ,eingehend"

>G> g=0 Wev (32) + A N\

ecE} e€ES

nur n — 1 dieser Beziehungen sind linear unab-
hangig

3 [zqe—zqe):o

veK{w} \ecE; ecE}
0
Maschenregel:
C: sei geschlossener Kantenzug il +
CCE >
Ct={ee€ C|ewie C orientiert} L .
C-=C-C* +
Dann gilt:
v
Z Ape — Z Ape =0 -
eeC™t ecC™ -

Knotenpotentialvefahren
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e Wahle n — 1 ,Knotendriicke" p, (,Potentiale”) —

Unbekannte! v p
b e:(v, W) Ape:p\/—pw eApe
w
e Druck in Referenzknoten p, ist Null Pw

(a) Ve € Eg schreibe Druckdifferenzen:

Py—Pw VEIrAWFTr
e=(v,w) € Er:Ape=1p, w=r

Pw v=r

in Matrixform:

Notation: [ |,xm bezeichnet eine n x m Matrix
€ = (Vv W)k [Ap]m = [B]mx(nfl) [p]n—l

p=(py, ..., P ) mit (r = v,) Ap = (Apy, ..., Apn)T

[q]m — [L]mxm diag [Ap]m

(c) Knotenregel fiir Knoten vy, ..., Vh_1:
2iGe= D =0e D@m= ) - )
ecE;, ecEf e€E, NER e€EEFNER  e€EJNE, e€E, NE,
Rohre Pumpen bekannt
Jetzt!
B"LBp=b
N——
A

(n—1) x (n—1) Gleichungssystem fiir die n — 1 Dreiecke p!
A ist symmetrisch

A ist positiv definit x” AxOVx # 0

A eindeutige Losung

aij#0wenn (v, v;)) € EV(v,vi) € E

Wiederholung 3
Knotenpotentialverfahren
n Knoten, m Rohren

(a) Wahle n — 1 unbekannte Knotendriicke
p= Py, Pu,  P,=0
e=(v,w) Ape=p,—py
Ap = Bp B=1]n-1xm D.h. die k-te Spalte hat max. eine 1 und -1
Maschenregel erfiillt fiir alle Maschen
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24 3.2 Radiositymethode in der Computer. ..

(b) Hagen Poiseuille
eckE Je = /eApe
q= LAP L= [ ]m><m

(c) Knotenregel fiir vy, -+, v,_1 BTq = b (b: Pumpen) =
B'LBp=»b
~—

A symmetrisch AT =

A ist positiv definit x" AX > 0Vx # 0

T _ T RT _ T _ n—=1y .2

x"Ax = x BABX—(BX)L(BX)—Zil/,,yI xX#0=y+#
= =y =

® 0= xTAX >0
A ist invertiertbar

elektrische Netzwerke

— nur Widerstande

Druck p <+ Spannung U
FlieBrate g <+ Strom /
H.P. <+ Ohm’sches Gesetz

A ist diinn besetzt |{(/,J) | a; # 0} = O(n)

— RLC-Netzwerke, harmonische Anregung — Ax = b mit A € C"™"

3.2 Radiositymethode in der Computergraphik

.Beleuchtung einer Szene"

Ray-Tracing

Radiosity

besser fir , diffuse Belechung”

S = {x € R?| x ist auf Oberfliche des Objekts}

Bestimme B : S — R ,Energiedichte”
f B(s)ds w<s

,abgestrahlte Engerie"

Gleichung fiir B:

B(x) = E(Q + &(f_)/ LB(X’)

,Eigen- Reflexions-
strahlung” faktor

COS Py x COS Py,

(Betrachter)

—
(Bildschirm) I,

/

(Schatten)

“V(x,x")ds Qab = LVa, b— 2)
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1 X’ von x aus sichtbar

+Integralgleichung” V(x, x') = {O A
sons

Integralgleichung fiir B(x):

B(x) — ¢(x) fs B(x"X(x, x")dA = E(x) VxeS

Numerische Losung mit ,,Kollokationsmethode*

Zerlege Oberflache 1, = {t1, -+, t,}
(a) t; C Soffen, tiNt = Vi=j
UL, t =S Zu t; sei x; der ,Mittelpunkt”, ,Diskretisierung"

(b) Approximiere B : S — R durch eine diskrete Funktion By:

n

- . z; € R, Koeffizienten® ' 1
Ba(x) = ) 20:(x) 0, - S — R Basisfunktion”  #) = 1

J=1
(c) Erfille Integralgleichung fiir x € X, = {x1, - - - x,} ersetze B durch B,

Bi(x) — w(x) fs By(xX)A(x. X)dA = E(x)  ¥x € X,

A Z zip)j(xi) — o(x;) f[z ZJ‘PJ(X/)J A(x, xYdA = E(x;)

j=1 s\y=1

@i{mm ~ o) [0 X)aaf = EGx)

ajj

SAx =n

e Integral in a;; evtentuell numerisch bestimmen ra spater
e Man begeht , Diskretisierungsfehler”

|B — Byl = O(H*) h: Groke der t;

= ,beliebig grolke" Gleichungssysteme
e A ist nicht diinn besetzt

X €t
sonst

4 Konditionierung der Losung linearer Gleichungssysteme

4.1 Losbarkeit
a1 --.- din b1
A=(ay)Zy=| + . b= b(b)[, =

bm

dmli --- Admn

t1 tn
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Gesucht ist x = (x)7_; = (x1, -+, x,)" sodass
m
‘v’lgigm:ZaU:b, (4.1)

=

(41) < Ax=0b
Die Zahlen aj;, b;, x; konnen aus C oder R sein. Das Gleichungssystem (4.1) heifst

e unterbestimmt falls m < n
e quadratisch falls m=n
e (iberbestimmt falls m > n

Es gibt mindestens eine Losung falls

di1 ... din bl
Rang(A) = Rang([A|b]) = Rang
dmi ... dmn bm

Flr quadratische Matrizen A € IK"*" sind folgende Aussagen aquivalent:
(i) Ax = b ist fiir jedes b eindeutig Iosbar
(i) Rang(A)=n
(i) det(A) #0

(iv) A hat keinen Eigenenwert 0

4.2 Vektorraum

Definition 4.1
Eine Abbildung || - || : IK” — R4 heit Norm falls gilt:

(N1) |x|| >0  Vx # 0 (Definitheit)
(N2) |lax]|| = |al||x]| x € K", a € K (positive Homogenitat)
(N3) lIx +yll < [IxIlllyll x,y € K" (Dreiecksungleichung, Subadditivitat)

Beispiel 4.2

1
Ixll, = (L, |x[?)? euklidische Norm
Ixllh = XXl l; Norm
IX|lo = maxi<i<n|Xi Maximumsnorm
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Konvergenz von Folgen von Vektoren:

(t)

Vi=1,...,n: I|mx & lim [x® — x| =0
t—o00

(fiir jede Norm, im Endlichdimensionalen).
Eine wichtige Folgerung aus (N3) ist

[Ix =yl = [lIxI =yl (4.2)

= Stetigkeit der Norm als Abbildung von K" — R,

Beweis von 4.2.

(N3)
Ixl=lx=y+yl = lx=yll+lyll = lx=yl=Ix][— Iyl
Iyl =1y =x+xI = lx=yl+IxIl = lx=yl=]yl—Ix]
N, s’
=(IxlI=lyiD
mi
Satz 4.3 Aquivalenz aller Normen
Zu || -|[, |-l gibt es Zahlen m, M > 0 aus R sodass gilt:

mlx|I"= x| < M|x]|"  V¥xe K"
Beweis .

,=" Es geniigt dies fir || - ||' = || - ||lsc zu zeigen.
Seien e(®), 1 < k < n die Kartesischen Einheitsvektoren. Dann ist

n
X = Z X,'e(i)
i=1

Il = | 20

n
< Z\x,-\ e
=1

n
<Z 0o ) 1611 < el 35 11 = el
=

1<<

—IIXlloo

,<" Definiere Punktmenge:
S={xeK: x| =1}

S ist

e beschrankt beziiglich || - ||
e abgeschlossen (Grenzwete von Folgen aus S ist in S)

und damit , kompakt"”.
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Matrixnormen

Folge:
Es gibt x, x € S sodass
Ix[[ <lIxI[ <X vxes
Nun sei y € K\{0}, dann ist - H € S und damit
1
x| < “ H Iyl < Ix]]
Yl ll Iy llso

also

IXI[ [¥llee < Myl < IXI] llylloo
S~ S~
m M

4.3 Matrixnormen

K™ ist ein Vektorraum und kann mit dem IK"" identifiziert werden.

Definition 4.4
Eine Norm auf IK™*" heit vertraglich mit || - || auf IK" falls gilt:

[AX] < [[Al [Ix]]  x € K", Ae K™
Sie heilit Matrixnorm, wenn sie submultiplikativ ist:
IABI < Al Bl A BeK™
Beispiel 4.5 Die Frobeniusnorm

1
n 2
||A||Fr = [Z |aij|2)

ij=1

ist eine Matrixnorm, die vertraglich mit || - || ist.

Definition 4.6

Es sei || - || ein beliebiger Vektorraum auf IK". Dann heifst
IAX]]
IA]] = = sup [Ax]|
cerngoy X[ =
x€eK"

zugeordnete Matrixnorm (oder natiirliche Matrixnorm).
|| - || ist vertraglich und submultiplikativ:

[A(ex) M | Ax||
o Jaf Ix]
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Hilfssatz 4.7
Die zugeordnete Matrixnorm zu || - ||os und || - ||1 sind:
n
Al = max Z EN Zeilensummennorm
1<i<n 4
Jj=1
n
IIA]l; = max Z EN Spaltensummennorm
=
Bewelis .

(a) Vertraglichkeit

n n n
- gl < max > Jayllx| < > Jaul =
1Allse = max |5 aig| < max 3 [ayll] < lIxlloe max > layl = | Alls x|l
J=1 J=1 J=1
N—
llAlloo

(b)
(@)
sup [[Allse < sup [|All [[X[|os = l|Alloo
——

lIxlloo=1
SS) -1

(c) Zz ist nun, dass
sup ||AX]|e > [|Allx

lIxllc=1
Fir A= 0 damit
sup [AX[loo = l[Alloc = 0
Also A # 0 und ||All > 0. Wahle einen Index m € {1,---, n} mit

n n
D lanl = max 37 1| = [ Al
J=1 j=1

und definiere z € K" mit

{M amk #0
Zk — amk m
0 sonst
7z €{-10,4+1} = 7]l =1

Fir v = Az qilt fur die n-te Komponente

n n
Vin = > amkzk = ) |ame] = | Allso
k=1 k=1

und damit

da [|z]|ee=1
[Allee = vim < [[Vlleo = [AZ]lo < Sup 1Al oo
Ylleo=1
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4.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Seit Aec K™ X €K und e € K" sodass
Ae = de

dann heit X\ Eigenwert von A und e zugehoriger Eigenvektor. (X, e) heilt auch ,Eigenpaar”.
(A—Xl)e =0 st fiir e # 0 nur fiir

P(A) = det(A— Al) =0

erfiillbar. Das charakteristische Polynom P(X) hat genau n Nullstellen in C (Vielfachheit mitge-
zahlt). Zu jedem Eigenwert A\ gibt es mindestens einen Eigenvektor e. Mit den Normregeln folgt
fir Eigenpaar (X, e)

lell=1

Al (Al llell = lixell = [[Aell < IA]l Ilell = [IAl
——

=1
also |A| < ||A||V Normen und X\

Definition 4.8
Spezielle Matrizen:

(a) Zu A€ K™ heikt AT € K™*" transponierte Matrix
(AT)y; = (A)ji

(b) Zu A€ K™ heiBt A e Kmen konjugiert komplexe Matrix
(A)iy = (A)jj

(c) A€ K™" heift hermitesch falls A = A D.h.
(A); = (A);i (manche schreiben A" = AR)

(d) Fir A€ C™" heilt
AE: = E;A normal .
AA =A A= unitir (AL =A")

(e) Fiir reelle Matrizen A € R™" heift
AAT = ATA=| orthogonal (A= = AT)

Definition 4.9 Skalarprodukt
Eine Abbildung (;) : IK" x K" — KK heifst Skalarprodukt, falls gilt:

(S1) (x,y¥) =(x,y) vx,y € K" (Symmetrie)
(S2) (ax+By,z)=a(x,z)+B(y,z) Vx,y,ze K", a,B €K (Linearitit)
(S3) (x,x)>0 Vx € K"\ {0} (Definitheit)

Ein Skalarprodukt definiert eine zugehorige Norm

X[l = y(x, %) xeK”
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Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
[ )< x|
Das euklidische Skalarprodukt lautet:

n
(X V)= ) x¥i=xTy
i=1

Dann gilt:
—T
A=A & (Ax,y)2 = (x,Ay)2 Vx,y € K"

4.5 Die Spektralnorm

Hilfssatz 4.10
Die der euklidischen Norm zugeordnete Matrixnorm heilst Spektralnorm und es gilt:

(a) Fiir hermitesche Matrizen A:

|All2 = max{|\| : X\ ist Eigenwert von A}
b) Fir jede Matrix A € K™" gilt:
(

|All2 = max{|\| : X\ ist Eigenwert von ZTA}

Wegen
max{|A| : A ist Eigenwert von A} < ||A]|
—||All> fiir A hermitesch
ist damit
[All2 < [IA]]
Bewelis .

A hermitesch: A hat n reelle Eigenwerte und einen vollstandigen Satz von orthonormalen
Eigenvektoren.

1 1=y
0 sonst

]K”Bx:Za,-Wf di = (x, w'),
i
| Ax]|2

[1x]l2

n n . . n
E E a,a; (w,w), = E Na;]?
~— :
1 5 J=1

1Al = Supx € K™\ {0}

n n
I = (x. %)z = (Z Y ajwa
i=1 j=1
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n n n n
JAIE = (Ax, Ax)o = | 3 Aaaw', > Aagw! | = 3 > e Ay (w!, w!); Zkz\a,\z
~—— ~—— { .
=1 _yoagwi J7L —a Wi i=1 j=1
Ax nRlas2
||A||2 = sup ” H2 _ 21_],_7| | | 2I| S ax |>\,|2
xeK™\{0} ||X||2 Zi:l ’a,'l 1<i<n

= [[All2 < max |A)]
1<i<n
Andererseits: |A| < ||A||V Eigenwerte und jede Matrixnorm!
= ||All = max |\;
1<i<n

A beliebig:

AL = (Ax, Ax)> = (A)T (BX) = xT AT (Ax) = x" (& Ax) = (x. A A x)2

=B ist
hermitesch

4.6 Positiv definite Matrizen

Definition 4.11
Eine Matrix A € K™ heilst positiv definit in K wenn:

(a) (Ax,x), € Rvx € K"
(b) (Ax, x), > 0vx € K"\ {0}

K =R — nur b) relevant
K = C — a) eine zusatzliche Bedingung an die erlaubten Matrizen

Eigenschaft 4.12
Fir A e C™" gilt: (Ax, x) € R¥x € C" < A hermitesch

Bewels .
,<=" Aist hermitesch: (Ax, y)> = (x, Ay).Vx,y € C"
(Ax, x)2 herm. (x, Ax) _(&D (Ax, x)
N’ ————
zeC z
= 1Im(z) =0, also z € R
=" (Ax, x), € Rvx € C! Z7 : A hermitesch

1) (Ax+y), x +y)2 = (Ax, x)2 + (Ax, ¥)2 + (Ay, x)2 + (Ay, ¥)2
< (AX, ¥)a+(Ay, x)o = (A(x+y), x+y)o—(Ax, x)o—(Ay, ¥)> € R (nach Voraussetzung)

= Im(Ax,y)> = —Im(Ay, x)»
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2) Ersetze 1, x durch ix:
(A(ix), y)2 + (Ay, ix)2 = i [(Ax, y)2 — (Ay, X)2] € R = Re(Ax, y), = Re(Ay, x)»

rein imaginar
d.h. Realteil =0

C > (Ax,y)2 = Re(Ax, y)2 + i Im(Ax, y)2 = Re(Ay, x)2 — i Im(Ay, x)2» = (Ay, x), L (x, Ay)a
d.h. A hermitesch

d.h. positiv definite Matrizen in C sind immer hermitesch.

Aber: positiv definite Matrizen in R sind nicht notwendigerweise symmetrisch. O

Lemma 4.13
Eine hermitesche Matrix A ist positiv definit, wenn alle ihre (reellen) Eigenwerte positiv sind. Alle
Hauptdiagonalelemente sind positiv.

Beweis .

e A ist hermitesch mit lauter positiven Eigenwerten

n
X = Z a;w' w' Eigenvektorbasis
i—1

n n
(Ax,x)2 = > Nosa(w', w)y D" Alef? > 0
ij=1 i=1
da x # 0 ist mindestens ein «; # 0

0< (AW, ws =X (W, w)=2X),
)\,‘W’v =1

e ¢’ karthesischer Einheitsvektor ejf =0 0 < (Ae, e, = ay

Lemma 4.14
Sei A € R"™" symmetrisch und positiv definit. Dann liegt das betragsmalig grolte Element auf
der Hauptdiagonale.

4.7 Storungstheorie
Sei A € K™ regular und x, b € K"

G(x) = Ax— b =0 x = F(A b) = A'b
Zunachst: Variere nur b! (Untersuche Kondition)

[F(A b+8b)—F(A DI bl [[A7(b+6b) — A7'D||
16 IF(A D) 1o

relative Kondition

vertragliche

IAAT b “Normen AT - 84T |IA - JA=HDT

< = [IA[I7* - Al
|IA=1b]| lissif il
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Definition 4.15
Die Zahl
cond(A) = [|A]l - IA™]]

heit Konditionszahl einer Matrix (geht fiir beliebige vertragliche Matrixnormen).
z.B. condeo(A) = [ Allecl A oo

Hilfssatz 4.16

1) Vx € K" gilt:
Ix[| = lx + Bx = Bx|| < |lx + Bx|| + || Bx||
S U+ B)xll =[xl = 1B = Ix[[ = 1Bl lIxl = (L = {IBI]) lIx]
~———

>0 wg. ||B]|<1
damit ist (/ + B)x # 0 fiir x # 0 also J + B regular
2)
L=ll=l(J+B)I+B)H=l(J+B)"+B(J+B)7
N+ B) =Bl - I+ B8) =@ = IBI)II(/+B)~"l
—_——
0 nach Vor

Satz 4.17 Storungssatz
A € IK™" sei regular und [|0A| < m. Dann ist A = A+ A ebenfalls regular und es gilt fiir
den relativen Fehler in der Losung des gestorten Systems (A+ 0A)(_ x  +0x) = (b+db):

Lsg. von

Ax=b
1ox] _ cond(A) ‘{||5b|| N ||5A||}
X = 1= cond(a) - 2L UTIBT ™ TAI
Beweis .
_ -1 -1 -1 -1, 1 _
1) A+ 0A=A(l+ A 0A) und [[ATL0A| < |ATH] [[0A]l < IA7]] AT = 1
1o

~» A+ 0A regular nach 4.16.
2)

(A+8A)(x + 6x) = (b + db)

&  Ax +0Ax+ (A4 0A)dx =b+6b
b

& (A+6A)ox = 6b — 0Ax

& 0x = (A+6A) " 1(8b — §AX)
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1x|l < [ICA+ 6A) (I8N + IGAIl - [1x11)
= [I(A( + A726 A) I (16l + [18A - [1x[1)
< [+ ABA) - IATHICISI + T8AT - TIxID

4.16
JA~H|
M0 b All -
< 7=y 1981+ 1A - )
AT - [JAL - [1x] _ 166]] [6Al
T L= [JATY - [I0AN - AL AT IA]] - llx ]l 1Al
—_— —————
=1 I Bll=[IAx][ <[ Al |Ix]]
cond(A) 16b]] | [|6A]
< el o i
1—cond(A)|— 1] IA]
m|
Beispiel 4.18
Sei % ~ ””A| 107 cond(A) ~ 10°
Weiter sei 10° - 107k < 1
Dann gilt:
1 S
H6X|| S S k2 . 10—k ~ 105—/(
x| = 1-10%-10"
<11
<

Nenner ~1

= Man verliert s Stellen an Genauigkeit

Beispiel 4.19
11 Y I B B
(a) A- [1+5 —1]’ A _5[—(1+5) —1]’ e = det(4)
Es gilt: [|Alls = max(2,2 +¢), A7 oo = 2 max(2,2 +€)

condy(A) =

max(2,2+€) 1
7 \det(A)
Kleine Determinanten = grolse Kondition?
10710 0 1 100 0
(b)B_[ 0 10_10] B _[ 0 1010]
condeo(B) = [|Blloc - [|BHloo = 1079 - 107 = 1
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer
Gleichungsysteme

5.1 Dreieckssysteme (gestaffelte Gleichungssysteme)

Sei A € R"™" von oberer Dreiecksgestalt. Zu losen ist also:

ap-x1 + anxe + 0+ A xy, =b
+ ax-x2 + -+ am-X, =b
ann*Xn = by

System ist reqular < a;#0 Vi=1,---,n

Losen durch rlickwarts einsetzen:
Xy = bn/anni

Xj = [b/ — Z 3/kaJ/3i//

k=i+1
Die Anzahl der Rechenoperationen ist:

n—1
NDreiecks—(n) — Z(Zl + ].) = I'I2
form ;
=0
Unteres Dreieckssystem: analog durch vorwartseinsetzen

5.2 GaubB-Elimination

A € R™", regular

Ziel:
Bringe A durch dquivalente Umformungen auf (obere) Dreiecksgestalt
Benutze

(i) Vertausche zwei Gleichungen

(ii) Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen

ain o+ ain br
[A, b] =
dn1 " dnn bn

sodass nach n — 1 Schritten A("~1) obere Dreiecksgestalt hat.
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Schritt 1:
(A©, pO)] s [AD), p1]
(a) [A©@, pO] = [AO HO] (nach Zeilenvertauschung)

Bestimme r € {1,---, n} sodass agg) # 0. Dieses existiert wegen Regularitat von A.
Vertausche Zeilen r und 1.

(b) [A(O)' ;3(0)] — [A(l), b(l)]
Firie{2,---,n}:

® G (O)/a(o) 39 heikt , Pivotelement"
e V€ {1, ,n}: gl) = a(o) g1 d (O) bfl) = Efo) = a,-11~)§0)
~(0)
wegen a( ) = I(f) - % - égg) = 0 flr / > 2 und damit:
5(0) =(0) ~(0) 7(0)
B a(1) (1) b%l)
aw pop—| O | %= A B
0 £12) a&) D)
~» rekursiv anwenden!
Schritt k:
[A(k—l), b(k—l)] N [A(k), b(k)] 1<<n
k=1
a1 *
* *
(k=1)
0 1 k-1
[A(kfl)y b(kfl)] —
S kD) | (kD)
ek n k
0 : - : :
(k—1) S(k=1) (k—1)
k-l .k " dmn bn
(a) [A(k_l),b(k_l)] N [/Z\(k—l) E(k—l)]
Bestimme r € {k,---, n} sodass a(k V=
Tausche Zeilen r und k.
(b) [AK-D pk-D] - [AK) p®. Firie {k+1,---,n}
o G _a(k 1/~(k 1)
fjk) = é‘g{ Y _ g3 ~(k b fur je {k,---,n}
(k) _ fk=1) _ (k 1
o b =D qikby,

Algorithmus 5.1
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Merke: Im Skript/Vorlesung: Indizes immer 1,--- , n!

Input: A€ R™", regular, b € R"
Output: System in oberer Dreiecksgestalt [A("™1) p("=1D] gespeichert in A, b!

for(k = 1; k < n; k = k+1) {

Finde r € {k,---,n} sodass a; #0; sonst Fehler
// Schritt a)
if(r # k) {
for(j=k; j< n; j=j+1) {
t Axj s
Axj T aArjs
arj = tT;
}
t = by;
by = br;
b, = t;
+

// Schritt b)
for(i=k+1; 1 < n; i = i+1) {
Qix = aix / awx; // (ax ,,Pivotelement‘)
for(j=k; j < n; j=j+1)
aij T 2ij — Axj ik
bi = b; - qix by;

by

Lemma 5.2
Der Aufwand der Transformation von A auf obere Dreiecksgestalt betragt

2
NGauB(n) = —I’l3 + O(n2)

3
Bewels.
n—1
NGau@(n) = U +(n_k) (n_k)\%_,
k=1 | Berechnung 1 Mult
der qjx 1 Add
n—1 n—1
=2 (n—k?+3)
k=1 k=1
= gn3 +0(n?)

3



Peter Bastian: Numerik 0 (25.11.2009) 39 5.3 LR-Zerlegung

5.3 LR-Zerlegung

Voriibung": Kompaktue Formulierung der GEM mittels Matrixmultiplikation. Fiir Schritt a)
(Zeilentauschen) betrachte die sogenannte Permuationsmatrizen

P.ec R™" 1<r s<n r+s

mit

r S
1 (i=)AG#NAG#S) Lo
Ps=31 (i=rAj=s)V(i=sAj=r) Po= \171\7
rs s 71
0 sonst ‘

Hilfssatz 5.3

Die Matrix P,s habe die folgenden Eigenschaften: i
N P
(i) A= P,sAist A mit Zeilen r und s vertauscht ”
(i) A= AP.. ist A mit Spalten r und s vertauscht j
(i) PL = Py
A
(iv) P! = Ps = P2t = PL (orthogonal)
Beweis.
(i) 5IJZZ:1(Prs)/kakj
I#£rNi#s : k=i —adj=a; VY
I=r : k=s —a;=a; V)
i=s : k=r %551‘:8,'] V_j
(i) analog
(iii) hinschauen
(iv) PsP,s =1 wegeni). D.h. Pt = P
O
Wiederholung 4
LR-Zerlegung: P,s (siehe oben) Pr, mit re > k
Definition 5.4 Frobeniusmatrizen
1
Gi eR™  1<k<n A ’
Gy — I+ Gf( (GL)U_ =0wennj # k oder i < k Ge= I &
gn,-k 1
Hilfssatz 5.5

Die Frobeniusmatrizen haben folgende Eigenschaften:
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5.3 LR-Zerlegung

() A=GiA it {zj + gikay j i //i
(i) G,G, =0
(i) G.'=1-G|
(iv) GiGy-- G =1+ %, G
analog: G;'...G, ' =1-Y1, G,

(V) Vk<a<B  PupGi = (I + PapG))Pagp
Bewelis .
e 1< k
) &= 37 1(Gh)isas =1 " -
() 35 = Zt{Gu)isas {gikakj'+a/j I >k
(it)
0 | 0 >k-1
0
Gi= 0 gk+1,|;."._
gn,.k 0
o —_t =

1
0 0
,~ _(0]l0\(0]O
- (35515 o2
=0
_(o]o)fo]o) (0O
o= ()16 (e o)

(i) | +G)(—-G)=1-G, +G, -GG, =1
N——

=0

(iv) Per Induktion
k—=1—k:dh G- Gy =143 G

k—1 k—1
GG 1 Ge=|14+ ) GlI+G)=1+ ) G +G, +
NS EEERE
0 =0
n-k+1< * 0 0|, 0 >n-k+1

k—1

> GJ'.J G,

J=1
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LR-Zerlegung

(v)
PopGik = Pag(/ + GL)
= Pop + PopGy
= Pop + PapGy Pop
~——
= (1 + PapGl )Pap
—_———

Wieder eine
Frobeniusmatrix!

x: Kein Problem, da a, 3 > k und damit werden nur Null-Spalten getauscht!

Wir flihren folgende Abkiirzung fiir das Produkt von Matrizen ein:

Bp--+Bay1Bs = ﬁB/

Satz 5.6 (LR-Zerlegung)
Sei A € R"" regular. Dann gibt es eine Zerlung
PA=LR
wobeli
1 0
| ra Fin
L=|" R= :
: 0 r'nn
I 1

n—1
P:nPkll’k I’kgk
k=1

Im Fall P =/ ist die Zerlegung eindeutig.

Beweis .
(a) Zunachst sei P =/, d.h. kein Zeilentausch notwendig.
Ax = b
Schritt 1: GiAx = Gib
Schritt 2: GQGlAX = GQGlb
n—1: anl"'GlAX = Gn,1 Glb
N’
R
dh: G,1---GA = R
A = G '--GR
2 -G (-G, )R
n—1
W [/ = GJ’.] R
I'.:1
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(b) Mit Zeilentausch: GEM (,Riiberschaufeln®)

Go-1Po1ryy - GoP , GIPLKA =R B>a>k
anl e P3v,’3GQ(/ —|— 'D2,rgGi)P2,r2'D1,r1A — R
anl te (/ + P3r3Gé)(l + P3,r3P2,rQGi)P3,r3’D2,r2P1,r1A =R

n—1 n—1 n—1
I+ |1 Pa,ra]G'k) [TPr|A=R
k=1 a=k+1 k=1
—
=P
1 n—1
s ] [/—( Para)G,Q R = PA
p=n—1 a=k+1
=L

(c) Eindeutigkeit
Angenommen es gibt zwei Zerlegungen: A= L1R; = L,R>»

/ = AA_l == L]_R]_ R2_1L2_1 <~ L1_1L2 = R1R2_1 = /
" —

Wo ist L?

Aus dem Beweis:

1 n—1 n—1 n—1
L=]] {/—( |'] Pa,,a)G’k]:/—Z( Pa,raJG’k
p=n—1 a=k+1 k=1 \a=k+1
(G;(),‘k = —(jkx aus GEM
e Nichtnullelemente in G, nehmen gerade den Platz der im Schritt k zu
eliminierenden Eintrage von A ein. < \}\ >
qlk

e Die Eintrage in G, nehmen an allen spateren Zeilentauschen teil

Wozu das Ganze?

Losen von Ax = b mittels LR-Zerlegung
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1) Berechne LR-Zerlegung von A: PA = LR (Aufwand: O(n®))

Ax =b
PA x — Pb 2) b = Pb (Aufwand: O(n))
——
&L Rx =Pb  dh 3) Ly = b lésen (Aufwand: O(n?))
=y
— = . 2
oLy =Pb 4) Rx =y losen (Aufwand: O(n?))
Rx =y Schritt 1-3 Z GEM
Vorteil:
Lose Ax; = b; fiir verschiedene b; i=1,---,m

Aufwand: O(n®) + O(mn?)
= d.h. glinstiger bei mehreren rechten Seiten!

zu den Permuationsmatrizen:
P = Pnfl,rnq s PQ'QIDLH mit 1% Z k

e werden nicht gespeichert
e Es werden nur die Indizes ry, - -+, r,_1 gespeichert
e Anwendung nicht als Matrixmultiplikation

Algorithmus zur LR-Zerlegung

Eingabe: A € R™" (wird liberschrieben)
Ausgabe:

L eR™in /,'J' = ajj furj <
ReR™"in rij=a; furj >
P:{1,---,n}—=A{1,--- ,n}

for(k=1; k < n; k = k+1) {
Finde r € {k, ---, n} sodass a, # 0; sonst Fehler
for(j=1; j<n; j=j+1) {

T = aj;
Akj = Arj;
a-rj =1t

}
plk] = r; // merke Permuation
for(i=k+1; i<n; i=i+1) {
1:.=as/aw; // setzen von 1!
for(j=k+1; j < n; j=j+1) {
aij=aij-lixax;;

}
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5.4 Rundungsfehleranalyse der LR-Zerlegung (GEM)

Absolutwertnotation
Sei A € R™" dann ist

B:|A|:>bij:|aij| 1<i<m1<;<n

(analog |x|)
Erweitern der Abbildung rd auf R”, R™*". Dann gilt:

rd(A) = A+ A" mit |A| < |A|eps
—_—
m-n Ungleichungen!
well
rd(ay) = ay(1 +¢ey) = a; + g;ay |a};| < |a;| eps
~——

ajj

fl-Notation (gl-Notation)

Sei E eine Formel (d.h. z.B. E = ax + by + ---) dann bezeichnet fl(E) die Auswertung der
Formel E in Gleitkommaarithmetrik (Reihenfolge beachten). Man kann auch schreiben:

AI( V), fi(sin(x))

Beispiel:
fllA+B)=(A+B)+H |H| < eps|A+ B|
N———

A, Belrmxn

(kurz fiir fl(a;; + bij = (ai; + bjj) + €ij(ai; + bij))

Riickwartsanalyse
Bisher haben wir Rundungsfehler in der ,Vorwartsanalyse” betrieben. z.B. flir Skalarprodukt:

1fI(x"y) — x"y| < neps|x"||y| + O(eps?) (absolut)

Alternative ist die ,Riickwartsanalyse”: Schreibe Ergebnis der FlieBkommarechnung als exaktes
Ergebnis eines modifizierten Ausdrucks. z.B. Skalarprodukt

fix"y)=(x+1f)Ty If| < neps |x| + O(eps?)

Beispiel 5.7

Betrachte Losung von Ax = b. Die GEM im Rechner liefert X € F".
Vorwartsanalyse:  [|x — x|| < F(n, eps, A, b)

Riickwartsanalyse: (A+ E)x=b |E| < F'(n, eps, A)

Hilfssatz 5.8
Es gilt fur x,y € F”

s=fix"y)=(x+1)Ty If| < n-eps|X|+ O(eps?)
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Beweis .
Per Induktion n = 1:

S = fl(xayr) = xwa(l+61) = (a + xd1 )y
—f

also
[l < [01llxa| < eps x|
n>?2
X y
6 =ATY) = ZT G +xym)  x=| ¢ |y=]
X Y
= (IGXT9) + fi(xoyn))(1 + €5)
= ((%+ )77+ xyn(1 +8,))(1 + €5)
= (X+ FT (1 4 €n) + XoYn(1 + (60 + €,) + n€n)
= (X4 F+%6,F)T9 + (X0 + (65 4 €0)X0 + 610E0Xn) Vi
% f4+e, X +enf k%
= ¢ |+ 5 :
X (0n + €n)Xn + 6n€nxn J|\ Y
=f
mit

If + ,% + €| < (n— 1) eps|X| + eps || + O(eps?)
|(85 + €0)Xn + 8nEnxn] < 2€ps |x,| + O(eps?)
wegen n > 2 gilt: |f| < n-eps|x| + O(eps?)

Satz 5.10 (Losen der Dreieckssysteme)
Es seien X, y die numerischen Losungen des unteren bzw. oberen Dreickssystems [Lx = b und
Ry = c. Dann gilt:

(L+F)X=0b |F| < neps|L| + O(eps?)

(R+G)y=c |G| < neps|R| + O(eps?)

Beweis Als Ubungsaufgabe.

Satz 5.11 (LR-Zerlegung)
Sei A € ™", Es werden die LR-Zerlegung von A ohne Zeilentausch berechnet. Dann gilt fir die
numerisch berechneten L, R:

[,R=A+Hmit |H <3(n—1)eps(|A| + |L||R]) + O(eps?)
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Beweis .
n=1:Esist j; =1 und r;; = a;; und somit /137 = a;; und |H| = 0.

n > 2: Schreibe
T

S N
Dann ,macht” o die LR-Zerlegung:
(a) 2=1l(%)
(b) Ay =fl(B—2wT)
(c) Berechne LR-Zerlegung von A,
(@) 2=+ fmit|f| < eps% (Rundungsfehler in der Division)

(b) Induktionsschritt:
A = fi(B—zw)
B—fl(2wT)+G  mit |G| geps‘B—fI(fwT)
B— (2w +G)+G mit |G| < eps|zwT| < eps|2||w|”
——

=F
A = B—2wT +F mit
IF| =]-G"+G| < |G|+ ]G]

<eps|2||w|” +eps|B— 2w’ — G|
< eps|2||w|" +eps(|B| +|2[|w|" +[G'])
< 2eps(|B| +|2[|w|]") + O(eps?)
(c) A; und LR-Zerlegt und es gilt die Induktionsannahme:
LRy = A+ H, |Hi| < 3(n—2)eps(JA] + |L1]|R1| + O(eps?)

Blockform der LR-Zerlegung

~~ [1 0 o wh a w’
[R=|_ = S ol=1 L. T A
| Z Ll 0 Rl az zw +L1R1
7 3 v 1[0 o
, . . e w
=| a(L+f) 207 +(B—2w" +F)+H, —[V 5 ]+[af H1+F]
| Ay
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5.4 Rundungsfehleranalyse der LR-. ..

Abschatzung von H:

[Ai| =B — 2w’ + F| < |B| +|2|lw|" + |F|
——

< [B] + |2[|w|" + 2eps(|B| + |2]lw]") + O(eps?)
————

< (1+2eps)(|B| + |2]|w|") + O(eps?)

|Hi+ F| < |Hi| + [F]

< 3(n — 2) eps(|Ai] + Ll |Ru]) + 2 eps(|B| + |2]|w|") + O(eps?)

< 3(n = 2)((L+2eps)(|B] + |2|lw|") + |L1||Ri]) + 2 eps(|B| + [2]|w|") + O(eps?)
< 3(n—1)eps(|B| +[2]|w|" + |[L1]|R:1) + O(eps®)

und damit
0 0
0 0
H| = af Hi+F| | < ~ A
14 ﬁl [y 4 F —[eps|v| 3(n— 1) eps(|B| + |2]w"| + |L4]|Rx])
a
<3(n—1)e s_ 0 0 + O(eps?)
= P2l vl 1Bl + |2l + |14 IRy P
o |w|T 10 [ |af |w|
< 3(n—1)eps + | . ~ ~
ssi=Depstl ) g [Tz i || o 1R
<3(n—1)eps||Al + o - |VK|T D
= 2llel |2llw|T + | L1]|Ry]

Satz 5.12

] + O(eps?)

O

Seien L und R die numerisch berechneten Faktoren der LR-Zerlegng aus Satz 5.11. Sei weiter
y € IF" die numerisch berechnete Losung von Ly = b und schliellich X die numerische Losung

von rx = y. Dann gilt:

(A4 E)X = b mit |E| < neps(3|A| + 5|L||R| + O(eps?)

Beweis .
Wegen (5.10) gilt:

(
(

)
)

A
Il
(e

+F
+G

X ™
x>

I
<>

Einsetzen

|F| < neps|L| + O(eps?)
|G| < neps|R| + O(eps?)

(A+E)fxbmit E=H+FR+LG+ FG
N——"

und

[El < |HI+ |FIIRI + |LIIG] + O(eps®)

< 3(n—1)eps(|A| + |L||R|) + neps|L||R| + neps|L||R| + O(eps?)
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Folgerung

Storungssatz anwenden:

X — 00 [e'¢) Z %) /% 0o
1% = Xl < condOO(A){ 3nepsW +5nepsw+(’)(epsz)}

N JJAt= [L|linfty

~———— ——

ok, vergleichbar mit Rund- evtl. Problem
ungsfehler in Eingabe

[l Elloc

|

<1

denn: o

Lij= — sehr grols fiir a;; sehr klein!
ii

Kleine Pivotelemente =- groler Rundungsfehler.

Das ist unabhangig von der Kondition von Al z.B. A=[¢}].

= Gaul-Elimination ist in dieser Form nicht numerisch stabil!

5.5 Pivotisierung

Idee: Im Schritt k der GEM wahle r € {k,---, n} sodass

k)
k

( (k) ;
a, E)aik ‘nglgn

(mache betragsmaRig groRtes Element als Pivotelement) damit dann gilt
7;] <1 und damit ||L]|o < n

— ,maximales Spaltenpivot”, ,Spaltenpivotisierung*

Beispiel 5.13

~ GEM, exakte Rundung

—1075 1 x| [ 1
0 14+2-10° x | | 2-10°
x; = 0,4999975, x, = 0, 999995
Jetzt IF(10, 4, 1). Multiplikator:
2 —107°
—_— —_—
g1 = (0,2-10") © (-0,1-107*) = -0,2-10°
©
1 an1 a2
T T3 6 1
al) =0,1-10'5(-0,2-10°® (0,1 -10%))
=0,1-10'®0,2-10°=0,2-10° (Rundungsfehler!)
b

q
(1) - 6 1 6
Y =06 (-0,2-10°®0,1-10") = 0,210
xo=bM oal) =0,2-10°00,2-10°=0,1-10" =[1]
x; =(0,1-10'—0,1-10'-0,1-10) @ (=0,1-10"*) =[0]
— ———— e —————

by a2 X2 ail



Peter Bastian: Numerik 0 (02.12.2009) 49 5.5

Pivotisierung

condy(A) =3
Im Sinne einer Riickwartsanalyse gilt:

AR

mit einer vollig anderen Losung!
Spaltenpivotisierung:

= in (10, 4, 1) erhalt man:

ABER:
Multipliziere urspriingliches System mit —10° in Zeile 1:

10 —10° x| | —10°
2 1 Xo o 0
e Spaltenpivotisierung tauscht keine Zeilen
. aé? =1+40,2-10°=0,2-10° in FF(10, 4, 1) selber Fehler wie oben!

Deshalb zusatzlich: Skalierung (Aquilibrierung)

~—

Ax=b— D Ax=D"b mitd;= Y |ay| = Al =1
A b /=1

Alternative: totale Pivotisierung (siehe S 50)

Rundungsfehler bei Pivotisierung
Analoges Resultat flir Satz 5.12 mit Spaltenpivotisierung liefert:

(A+ E)X = b mit |E| < neps(3|A| + 5P7T|L||R]) + O(eps?)

Nach Konstruktion |||l < n (Spaltenpivotisierung)
Nun definiert den ,WWachstumsfaktor":
A(k)|

EM
0 = max
gk || All o

(Einfliisse aus |R|)
Man kann zeigen, dass:
1E s < 8n%||Allscoeps

In der Praxis: o = 10 Worst case: g2"
Mit Totalpivotisierung gilt:

=

\a<k>|gk%-\/2~3%-__.-k

iy

X
|
-

- max |ay|
1.J
= wachst deutlich weniger stark!

e Totalpivotisierung theoretisch besser
e in der Praxis aber oft nicht notwendig
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Totale Pivotisierung
Wabhle r,s € {k,---, n} sodass

2| > |af vk < i j<n

und erreiche 3% = aﬁ’g) durch Zeilen- und Spaltentausch. In Matrixform:

Ak
-
. —
Schritt 1: G1P AP Py x = G1P,b
Schritt 2: GoP,G1P, AP, P P)s:Pyx = GoP,G1P. b
| — 2
Schritt n-1: G/, G\ P, - P APy - Ps Po - Pox = G ---GIP, -+ Pb
—_—— —— — ——
—p —QT z
R
= |PAQ" = LR
Losen des LGS gelingt dann mit PAQT z = Pb
~——
LR
1) b'=Pb 2) Ly =1V 3) Rz=y 4) x=Q"z

Aufwand der Pivotisierung

) %n2 Vergleiche bei Spaltenpivotisierung
) %n3 Vergleiche bel Totalpivotisierung

Hinweis: Rechenoperationen in modernen Rechnern eher uninteressant, aber Speicherzugriffe
teuer! Daher lieber weniger Operationen durchfiihren.
= fast doppelte Rechenzeit!

5.6 Spezielle Systeme
Symmetrisch positiv definite Matrizen

Satz 5.14
Eine s.p.d. Matrix A € R™" ist stets ohne Pivotisierung stabil LR-zerlegbar. Fiir die Diagonal-
elemente der im Eliminationsprozess auftretenden Matrizen gilt:

) > Ann(A) >0 k<i<n

Beweis. Betrifft einen Schritt der LR-Zerlegung:

a vl ]

v Bn—1><n—1

@ A-|

Elimination von v:
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T A Xhat =A
vollen Rang

X hat vollen Rang, As.p.d. = XTAX = A s.p.d.

dmait ist B — iva als Hauptuntermatrix einer s.p.d. Matrix auch s.p.d.
(b) Es gilt: (Rayleight-Quotient) (Ax, x)2 > Amin(A)(X, x)> und damit fiir x = e(":

ajj = (Ae(i)l e(i))2 > >\min(A)

Fiir die Diagonalelemente von B — Lvv7 gilt mit &) = ( ec(),-) )

1
(B—ava) = (A& &y, = (XTAxe" &), = (Axe", x&),

> Amin(A)(XED, XED), > Xnin(A) (1 + (V) ) > Amin(A)

>0

5.15 Cholesky-Zerlegung
Beobachtung: Pivotelemente bei s.p.d. Matrizen sind stets positiv.
Setze D = diag(R)
A=IR=LDDT =LDU2" [ DLT
~————
U
wegen A= AT folgt U= L"
Da d; > 0 ist die Matrix , D" mit (D) = \/d; wohldefiniert.
A= LDz p:LT =[[T
~—_—— ———

[0
Dies ist die ,Cholesky-Zerlegung” von A.
Diese ist in %3 + O(n?) Operationen berechenbar.

5.16 Nichtregulare Systeme

Es sei A€ R™" b e R™ sowie Rang(A) sei beliebig. ,,Ax = b" hat keine, co-viele oder genau

eine Losung.
Einige Grundbegriffe aus LA:
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e A:R"— R"

e Im(A) ={y € R":y = Ax fiir ein x € R"}

o ker(A) ={x € R": Ax =0}

e Rang(A) = dim(Im(A)) = Rang(A") = dim(Im(A"))
e orthogonales Komplement:

Im(A)r ={y eR": (y,y'),=0 Vy €Im(A)}
Es gilt:

(v.y)=0 ¥y €Im(A)
S (y,Ax)=0  VxeR"
& (ATy) 'x=0 Vx € R (geht fiir alle x nur, wenn A"y = 0)
&y e ker(AT)

Damit: | Im(A)* = ker(A")

Satz 5.17 (Least Squares Losung)

(a) Es existiert ein X € R" sodass

|AX — b|j» = min ||Ax — b||
xeR"

(b) Diese Bedingung ist aquivalent dazu, dass x eine Losung von
ATAX = ATb
der sogenannten ,Normalengleichung”.

(c) Falls der Rang(A) = n (dann ist m > n) ist X eindeutig bestimmt, sonst hat jede
weitere Losung die Form X + y mit y € ker(A)

Bewelis.

(b) = (a)

X sei Losung der Normalengleichung. Fir beliebiges x € R” gilt dann:

[Ax = blI5 = JJA(x =X +X) — bll3
=(AX—b+Ax—X),AX — b+ A(x —X))»
= (AX = b,AX — b)a + (A(x — X), A(x — X)) +2(AXx — b, A(x —X))2
€lm(A)L  cim(A)
=ker(AT) da
B 3 AT (Ax—b)=AT Ax—AT b"Z"0
= [[AX = bl + | Alx —X) |13
~———

>0

> || Ax — b3
(a) = (b)

F(x) = [ Ax = bl3
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Notwendige Bedingung fiir ein Minimum von F:

F
%(z):o V1< k<née VFA(X) =0

oF _ 0
6—Xk(X) = a_Xk(AX — b, Ax — b)2|X:;

SSige

(Ax—Db);

=2 Z(ATM l(z a,-jxj)—b}

N —
(Ax=b);

= 2(AT(AX — b))«
VF(X) =2AT(AX — b) =0
& |ATAx = ATb|

c) Losbarkeit er Normalengleichung
R™ = Im(A) @ Im(A)*
d.h. jedes b € R™ besitzt eindeutige Zerlegung
b=s+rmitselIm(A) r € lm(A)* = ker(AT)
Zu s € Im(A) gibt es X € R" mit Ax = s. Dafiir gilt dann
ATAXx=ATs=ATs+ ATr = ATb
=0
also 16st x auch ATAx = ATb
Rang(A) = n (und damit m > n)

Betrachte
AT Ax =0 ATy =0Ay=Ax
y
Damit ist y € Im(A) Ay € ker(AT) = Im(A)+. Das geht nur fiir y = 0.
Rang(A) < n:
Sei x; eine weitere Losung der Normalengleichung (also AT Ax; = ATb), dann gilt:

b= AX]_ —|—( b— AX]_ )
—— ——
€lm(A) cker(AT), da AT (b—Axy)
=Ath—AT Ax;=0

Zerlegung von b in Im(A) @ Im(A)* ist eindeutig, also Ax; = Ax und dann (Ax; — X) = 0 also
x; — x im ker(A) o
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6 Interpolation und Approximation

6.1 Einfiihrung

Warum: Darstellung von Funktionen im Rechner
Anwendungen:

Rekonstruktion eines funktionalen Zusammenhangs aus ,,gemessenen” Funktionswerten
Teuer auszuwertende Funktionen ,effizienter” auswerten

Darstellung von Fonts (Zeichensatze), Korpern im Rechner. Voraussetzung fiir Simu-
lationen und Visualisierung

Losen von Differential- und Integralgleichungen.

Datenkompression

Wir beschranken uns auf Funktionen in einer Variablen, z.B.
feC'([a b))
Mogliche Teilmengen von Funktionen.
(@) p(x) = ao + aix+ -+ a,x" (Polynome)
(b) r(x) = % (rationale Funktionen)
(c) t(x) = %ao+ Xp_1(ak cos(kx) + by sin(kx) (trigonometrische Funktionen)
(d) e(x) = Xi_; akexp(bkx) (Exponentialsumme)

Grundaufgabe der Approximation

Gegeben: eine Menge von Funktionen P (siehe oben) sowie eine Funktion f (z.B. f € C"([a, b])).
Finde g € P sodass der Fehler f — g in geeigneter WEise minimal ist.
Beispiele:

(a) Lb(f — g)2dx — min
(b) maxa<x<p |F(x) — g(x)| — min
(€) MaXj—o... n|F(x)) — g(x))| = min fira<x;<b i=0,---,n
Man spricht von Interpolation, falls g durch
g(xi) = yi = f(x) I=0,---,n

festgelegt wird.
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6.2 Polynominterpolation

Poi={p(x) = D> ax' | a; € R}
i=0

Menge der Polynome tiber R vom Grad kleiner gleich n € IN.

P, ist ein n+1-dimensionaler Vektorraum. Die Monome 1, x, x2, . .., x" bilden eine Basis von P, zu
gegebenen n+ 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen xg, xq, - - - , X, ist die Interpolationsaufgabe
peEP,: px)=y i=0,---,n
1 xo x3 -+ x7 ][ a Yo
1 xg x2 - x| & | n
1 x, x2 - x" || a, Vn

V[x0,* ,Xn]

Vandermonde Matrix"

o X, = X; = ZLelle | == Zeile j = Matrix singular!
e Fiir paarweise verschiedene x; ist V[xg, - - - , x,] regular! (siehe unten)
e V ist schlecht konditioniert fiir wachsendes n, cond..(V) =~ 10"

Lagrange-Interpolation

Definition 6.1
Zu den paarweise verschiedenen Stiitzstellen xg, - - - , x,, definiere die ,Lagrange-Polynome"
X — X
L (x) = J i=0,---,n
) l_[ Xj — Xj
J=0
J#I

Diese Polynome haben folgende Eigenschaften:
(a) L,(.”) hat Grad n, klar da: [T/_o(x — x;) = x" + -+~
i%j
(b) Es gilt:
1 i=k
0 sonst

L,('n)(Xk) =0k = {

n
i=k: LM (x A R
! ()rl Xi — Xj
JFQ ——
i#] -1

i # k :Im Produkt n(xk — xj) kommt j = k # i vor, d.h. (xx —xx) =0

Jj=0
i#]
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(c) Die Lf") bilden eine Basis von P,. LI(.H)(X) kann nicht als Linearkombination

n
2oty
j=0

i#j
gebildet werden, da
LI(.")(X,-) =1 und LJ(.")(XJ-) =0 j#1i

Losen der Interpolationsaufgabe

p(x) = Zy/Lf”) (x)

denn p(x) = > vi L7 (%) =y 1
—_———

i=0

ik
n
Za,Lf")(xk)éyk = A=l
i=0
(A)ki=0ix

Satz 6.2
Zu gegebenen paarweise verschiedenen Stiitzstellen xg, - - - , X, gibt es genau ein Polynom vom
Grad n mit

p(x;) = Vi i=0,---,n yeR
Beweis.

() p= X", viL”(x) interpoliert die gegebenen Werte. Die L; sind eine Basis.

(I1) Existenz ist klar mittels Lagrange-Polynome.

Angenommen es gibt zwei Polynome p1, p> mit p; # po aber p1(x;) = pa(xi) =y, 1=

O,... . n.
Dannist py —po == p € P, mit p(x;)) =0 i =20,---,n jat also n+ 1 Nullstellen
=p=0

Satz von Rolle:

u(x) sei auf [a, b] stetig und (a, b) differenzierbar sowie u(a) = u(b) = 0. Dann
existiert mindestens ein x € (a, b) mit v/(x) =0

Ang. p#dannistalsop=aux"+--- mt0<m<n a,#0

p = pO@ = g x"+--- hat n+ 1 Nullstellen
po= pM = a,mx" 4. .. hat n Nullstellen (Satz v. Rolle)
pf = p® = a,m(m-1)x""2+--- hat n— 1 Nullstellen
p(m = q,m! hat n+ 1 — m > 1 Nullstellen, da m < n

= a,, =0 " zur Annahme!
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(I11) (Skript) Beweise erst Eindeutigkeit tiber Satz von Rolle.
Existenz: Koeffizienten von p sind Losungen des LGS Va=y

V' muss regular sein wegen Endeutigkeit (Setze y = 0, dann ~ zur Eindeutigkeit des
[-Polynoms)

Newton-Polynome

Nachteil der Lagrange-Polynome:
e Hinzufligen einer neuen Stiitzstelle andert alle bisherigen Basispolynome

Besser ist die Newton-Darstellung:
i—1
No(x) =1 i=0,--,n  N()=]]x=x)
j=0

(a) N;(x) ist Polynom vom Grad |

(b) Ng,---, N, bilden eine Basis von P,
(c) Ni(xx) =0 fir alle k < i

Gestaffelte Berechnung:

n k
p(Xk):ZaINI(Xk):Za/NI(X);yI /:O,... . n
i=0 i=0
k=20 d = Yo
k>0 = (J/k — Zﬁ:ol a,-N,-(Xk))//\/k(X + k)

(= vorwarts einsetzen zur Losung eines Dreiecksystems)

Wiederholung 5
P,={p(x) =2 ,ax | a€R}
px)=y; i=0,--,n  xp#tx; I#]
Monome: 1, x, x2,--- , X"
Lagrange: L (x) = [Tj=o0 % = p(x) = 2oyl (x)
J#I )
Newton: No(x) =1 Ni(x) = ]_[J’.;é(x —Xj) = (x = xi—j) Ni_1(x)
Satz 6.3 (Dividierte Differenzen)
Man definiert rekursiv die sogenannten ,dividierten Differenzen".

Vi=0,--,n:ylx] =y
k Argumente k Argumente
Y1 Xk = Y6 Xk
Xitk — Xi

Vk=1,---,n—1i:y[X, - X =
—— ——

k+1
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Dann gilt:

p(x) = ZY[XO, X N (X)

=a;

Beweis: [Rannacher, Satz 2.2]

Praktische Anwendung

ao ai ao an—1 an
- A - =

Yo = ylxl ~ ylxo. xl] o~ Y[xo0. X1, xo] Yo X =11 2 ylxo, o Xl

vio= ylxal Z oylaoxl 2yl o, xs] sy, X

o = y[xo] ;‘) y[x2, xa] 7 .

: } Y[an2xnfly Xn]

: } y[Xn—lv Xn]

Yn = J/[Xn]

an+1
= y[XOl T :Xn+1]
—————e
Interpolationsfehler
yi = f(x) I=0,--,n
p(x) sei Interpolationspolynom
0 x=x _ .
e(x) =f(x) —p(x) = JInterpolationsfehler
[ Xi
Satz 6.4 Interpolationsfehler
Sei f(x) € C™1 auf [a, b] und es sei
as<x<xg<---<x,<b

Dann gibt es zu jedem x € [a, b] ein &, € (xo, - - - , Xn, X) (=kleinstes Intervall, welches alle Punkte

enthalt) so dass

(n+1)
F(x) — p(x) = (“ﬂx—xj

Beweis. (1) x € {xo, -+, X} = [}=o(x — x;) = 0. Wahle &, beliebig

(1) x #{x0, -+, Xy}, x € [a, b] Definiere Hilfsfunktion:

A0 = £(0) - p(t) = S0 L iy m ﬂ(t ~ )

hangt nur
von x ab

F.(t) hat die n+ 2 Nullstellen {x, - - -, x,, x}
————
n+1
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Satz von Rolle

F(t) hat n+ 2 Nullstellen (mindestens). Differenzieren nach t =

FU(t) hat n+ 1 Nullstellen. = - --

F{(£) hat 1 Nullstelle

Zusatzlich gilt: Diese Nullstellen sind alle in (xg, - -+ , X, X). Nenne eine der Nullstellen
von FY™™ nun xig. Fiir diese gilt:

Fr(e) = (e, - prr(e) - (02 e )

=0 =(n+1)!

= F(E) - —f(x),(;)p(x) (n+1)1=0

Diskussion
Aquidistante Stiitzstellen. Was passiert bei halbieren des Abstandes h? (Abbildung: Zahlenstrahl

von Xy bis x, wobei h zwei Marker umfasst)
Betrag bilden:

| (n+1) gx I
[F(x) = p(x)| < m+”,[}v—&
!/—’
(Abbildung: Zahlenstrahl durch x geteilt. Links davon / Punkte, rechts davon r Punkte.)

[ [Ix=xl<1h-2n-1h-1n-2h---rh) = 2111l
Jj=0
f < f(n+1) . hn+1
1£(x) = p(x)| < | (€ )\—( D
——

<1
I+r=n+1

= sehr schnelle Konvergenz, falls f(+1) nicht zu schnell wachst. Dies ist in der Praxis selten!

Runges Gegenbeispiel:
f(x) = =% in [-5, 5] Rannacher: [f("(x)| ~ 2"n! O(5v)

1+4-x2
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Bemerkung 6.5 Approximationssatz von Weierstrass
Jede Funktion f € CJa, b] kann beliebig gut gleichmaBig auf [a, b] mit Polynomen approximiert
werden.

e Kein Widerspruch, da der Satz nicht von Interpolation spricht
e nicht aquidistante Wahl der Stiitzstellen ist auch schon besser

Bemerkung 6.6
Methoden hoher Ordnung erfordern entsprechende Differenzierbarkeit

Konditionierung der Interpolationsaufgabe
p(x,y) y="_( " ,yn)T Ordinatenwerte

Yy +Ay) — : 0
p(x;y p(;)y) p(xiy) _ Z(V”LAV' )L (x ny )| o)

Jj=0
_ Z L0 Ay
=0 P(X y) Yi

Verstarkungs relativer
faktor Eingabef.

6.3 Anwendungen der Polynominterpolation

Numerische Differentation

Problem: Berechne Ableitung einer tabelarisch gegebenen Funktion (oder einer als Programm
gegebene Funktion). Idee: Erstelle Interpolationspolynom und leite dieses ab. Zunéachst: Ablei-
tungsordnung = Polynomgrad

Lagrange-Polynome:

X;) ! 1
L(”) J X" Xn+1
H(XI—XJ) r(!(xf—xj) "
J¢/

ji/
———
=\
n mal ableiten liefert 4"
T L70) = A
also
dn n . n
I [Z )/iL,(' )(X)] = n ZYI)\i
i—0 i=0
—_—————
p(x)
Satz 6.7

Sei f € C"[a,blund a=xp < x3 < --- < x, = b. Dann gibt es ein £ € (a, b) so dass

() = nl ) v\
i=0
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Beweisskizze: g(x) : f(x) — g(x) (g hat n+ 1 Nullstellen n-mal Anwenden des Satz von Rolle
Konkret: Verwende aquidistante Stiitzstellen. Damit

1
A= (xi = x0)(xi — x1) =+ (% — Xi—1) (Xi = Xig1) = (X — Xn)
i Faktoren positiv ~ i1 Faktoren negativ
= T /'1)!(—1)”—’ = (_hiznl_l(,:) (Binominal-Koeffizient)
und damit o .
FO) ~ o @0 mf’”] - ;(—1)”'(7)%
£ (x) = w
F3)(x) = Y3 — 3)/2:33)/1 — Y
Bis jetzt:

n-te Ableitung aus /-Polynom vom Grad n

Alternativ:
m-te Ableitung aus /-Polynom Grad n > m Naherungswert hangt dann von Auswertestelle x ab!

Beispiel:
m = 1,n= 2 aquidistant: xg,x;1 = xg + h; X0 = xg + 2h

= p'(x) = y22—hyo ,zentraler Differenzenquotient”
Taylorreihenentwicklung:

fl(x) = LT 4 op2) fir f € C*

fr(x) = =2 4 o(p?)  fiir £ € C*

Extrapolatin zum Limes

Eine GroRe a(h) sei im Rechner fiir h > 0 berechenbar, nicht jedoch fiir h =0 Man mochte

a(0) = lim a(h)

k—0

ausrechnen.

Beispiel 6.9
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(a)
2(0) = fim S =1

I —ein(x) (=0, nach L'Hopital)

(b) Numerische Differentation

f(x+ h)—f(x)
h
a(h)

00 =

geteilt durch @ Ausloschung

(c) Numerische Integration:

fbf(x)dx— lim ZN: L 1("_1+ /)
a _N—>ool_:lN 2 N N

=:a(h)

h — 0(=N — o00) nicht moglich wegen Aufwand!

(d) Anfangswertproblem:

Y()=1F(t.y(®) y0)=yo  Yo=Yorr+hf(t.ys1) h=TN

y(T) = yn

h — 0 nicht moglich wegen Aufwand!

Idee:

Zu hy > hy > --- > h, > 0 bestimme Interpolationspolynom vom Grad n sodass
p(h,):a(h,) I1=0,---,n
und berechne a(0) ~ p(0)

Beispiel 6.10

__cos(h)—1
8(/’7) —  sin(h)

ho = % a(ho) = —6.258151 - 10_2
hh =2+ a(h)=-3.126018- 102
h == a(hy) = —1.562627 - 102

Extrapolation:
a(0) ~, (0) = —1.02-107°
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Warum ist das so gut?

Sei a(x) n-+ 1 mal stetig differenzierbar in einer geniigend groBen Umgebung von x = 0. Dann
gibt es zu jedem h > 0 (in dieser Umgebung) ein &, € [0, h] so dass: (Taylorreihe):

_ _ / a”(O) 2 . a(n) n a(n+l)(£h) n+1
a(h) = a(0 + h) = a(0) + a'(0)h + ——=h"+ -+ —h"+ (n+1)! h

Polynom in h vom Grad n
Koeffizienten hangen NICHT von h ab

Idee: Fiir verschiedene h; bilde Linearkombinationen:

—I—Zn:cwhf’“ = Zn:a- Zn:chf + Fehler = a(0) + Fehler
i=0 ’ (f7+1)! : =0 ’ i=0 o

i c,-a(h,-) = i Ci [i ajh{

i=0 i=0 Jj=0

wahle ¢; sodass
n .
- 0 j=1
PILLES M
= 1 sonst
Bestimmungsgleichung fiir Koeffizienten:

Vic=e® e® =(1,0,---,0)"

V =Vlhy,- -, h,] Vandemonde Matrix
Auswertung:
_ (b — (/=T a0 .\, — (0T /1
A—Z;c,am)—(v %)y = (M)l
= —y: =c
y = (a(ho), -~ a(hn))

Fir das I-Polynom aus der Extrapolation gilt
o(h) =) bl =a(h) i=0--n
j=0

daraus folgt
—Vb=y flir Koeffizienten in der Monombasis

Auswertung an der Stelle 0:

p(0) = by = ()b =|(e®)Vy

Fir den Fehler gilt:

hn+1
1A= a0)] _<_ VT Jo ) )| 7 g 1+ )

hi=hr' fir r<1

Es geht sogar noch bessser!
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Beispiel:

f(x+ h) —2f(x)+ f(x — h)
h2

f(x) = + Fehler

) = £ + AP0 + BFO0) + BFOG) + 4 Bl FEmD(x) +
Fx+h) = f(x) = hfO ) + 5FOx) = HFO0) + -+ gy TP (%) +

2n-+4
(gn+4)! FEMD(L)

2n+4
B ()

(E€x=h, - x])

F(x 4 h) + F(x — h) = 2F(x) + -+ P2FO(x) + 28 F® () + -
f(x+h)—2f(x)+ f(x—h)
h2

2h°
— (@ I C)) B
gm0+ 4

a(h) =

2n 2n+2
2h £ () L
(2n+4)!
.a(0)"

= P(h*) + O(h*"*?) Praktisch: P(h?) = a(h;)

[f(2"+4) (£+ + fF(2n+4) (g_ )]

Alle ungeraden Terme in der Fehlerdarstellung fallen ,von selbst” weg = , doppelt® Konvergenz-

ordnung bei Extrapolation.

6.4 Bernsteinpolynome zur Kurvendarstellung
Nun Approximation statt Interpolation. Speziell geeignet fiir Kurven
u(t) : [a, b] = R d = 2,3)

Definition 6.11 (Bernstein-Polynome)
Die Polynome

vom Grad n heiBen Bernstein-Polynome auf [0, 1]

Fir allgemeine Intervalle benutze

u—a

eilabl =01 )=5—

Bin =0 ) |
()0 - = =y

BN
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e n=1 o n=>2
A A
- (1) (1) (1) _ —
1 P P, =1t 1 (1-t) t?
p =t
I > 1 >
0 1 0 1

Satz 6.12 (Eigenschaften der Bernstein-Polynome)

(a) X8 (t) =1
Binomische- _1
1=(1—t+41t)" "o Z( ) )it

=0
*6,(”)(2?)

(b) t =0 ist i-fache Nullstelle von 6,(")
(c) t =1 ist n— i-fache Nullstelle von ﬁf")

(d) Symmetrie: B (t) = B\".(1 - t)

(e) Positivitat:
0<B"(t)<1  firte0,1]
0<B(t)<1  firte (0,1)

(f) ,BI.(”) hat in [0, 1] genau ein Maximum im Punkt %
ﬁ<”>(t) = (”)[ (n= (1=t 4 (1= )" it
:(’7)(1—1‘)” "l ((1—t)/—(n—/)t)

/
i—tt—nt+if

=i—nt=0=t=i/n

(g9) Die {,6/(”)}7:0 sind linear unabhangig, bilden also eine Basis von P,

Z: Y bBI(t) =0(vt) = by =0 fir i =0, ,n
i=0
Betrachte Ableitungen:
871 = 3 b-L (¢
dtjz B7(t) = Z =0,"(1)

j=0,t=0: nur én)¢0:>b0:0

d
j=1,t=0: nur Eﬁg”)(O) #0=b=0 (usw.)
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(h) Die B-Polynome erlauben folgende rekursive Darstellung iiber den Grad n:

(1- 0BV (®)
t- B (t)

Beweis
Fir die Falle i = {0, n}. Einsetzen:

(LR P R

(i) Fir die erste Ableitung gilt:

=0
B =3t V() + (1 - )8 V(t) 0<i<n

i=n

NG

/

d —nﬁén_l)(t) | i=0
A7) = a8 (1) = ()] 0<i<n
By (1) i=n
Definition 6.13 (Bezier-Kurve)
Fiir gegebene Punke bg, - - - , b, € R? heift das vektorwertige Polynom

B(t)= > 58" (1

heilst Bezier-Kurve.

Beispiel 6.14

(e (o (1)

B“):(t3+3;—3t)

konvexe Hiille:

bo(l-t)—f—b;ﬂ' ZC,’b,'mitOSC,‘Sl ZC,':]_

e = Bezier-Kurve liegt immer innerhalb des Bezier-
Polynoms!

e B(0) = by, B(1) = b,

e Die Ableitung (=Tangente an die Kurve!) hat in den
Endpunkte die Richtung

(by — bg) fiir t =0 bzw. (b, — b,_1) fir t =1

X Bezierpunkte
/ Bezierpolynom
S Bezierkurve

b,

)kl—ﬂ“@
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6.5 Splines
Bis jetzt:

e 7 Stiitzstellen = Polynomgrad n+1
e GrolRer Polynomgrad = viele Stiitzstellen = starke Abweichungen zwischen Stiitzstellen

Idee:
Stiickweise Polynome niedrigen Grades

Definition 6.16

Sei X = (Xo, X1, ,Xp) Mit a= X9 < X1 < X, = b eine Zerlegung des Intervalles [a, b] und sei
m & IN.

X1

S™(X) ={s e Cc"*([a, b)), Sl

heilst Spline-Raum vom Grad m liber der Zerlegung X

EIDM, O§l<f7}

Beispiel 6.17
SH(x)

e s € SY(x) ist Polynom vom Grad 1 auf jedem Teilintervall in [x{, xj_1]
e Si(x) C C°Ja, b]) also s € S*(x) stetig

| ! ! ! ! ! 1\1/1
_ T T T T T T Y -
a=x, X1 X5 Xy X5 Xg X7 Xg=

Stetigkeit = s € S!(x) ist eindeutig durch Werte in den Stiitzstellen beschrieben.

Kubische Splines

In der Praxis ist S3(x) sehr beliebt
S3(X) heiBt Raum der kubischen Splines. Geschichte: ,Straklatte” zur Konstruktion

glatter Kurven im Schniffs- und Flugzeugbau. Diinnes Balsaholz biegt sich unter, ﬂ

Energieminimierung

b " 2 b

t (t)]<1 )

f b F (/)| sxdy 2 f ly"(t)|?dt — min
. L+ [y(2)l a

totale Kriimmung

Konstruktion S € S3(x). Die Funktion setzt sich aus n Polynomen zusammen.

P,(X) X € [X,'_l,Xi)- 1€ {1' e ’n}

sX) = {P ()
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Bedingungen

(a) Interpolationsbedingung (Stetigkeit):

- Pi(xi-1) = )/i—1} ;

j=1,---,n—1: — 2n Bedingungen
Pi(xi) =y, gung

(b) Stetigkeit der ersten und zweiten Ableitung an den inneren Punkten

(v — P! .
i=1--.n—1: P/ (x) = P_1(x)

Pr(x) = Pil—l&-l(X/)} — 2(n—1) = 2n — 2 Bedingungen

Insgesamt: 4n — 2 Bedingungen

Pro Polynom P, (vom Grad 3) hat man 4, also insgesamt 4n Freiheitsgrade. Die
fehlenden zwei Bedingungen erhalt man durch Randbedingungen an den Stellen xy und
X,. Dabel gibt es verschieden Varianten.

(c) Randbedingungen. Eine der folgenden Varianten:

(i) Natiirliche Randbedingungen: P/(x) =0 P/(x,) =0

(ii) Hermite-Randbedingungen: Pl(x0) = f'(x0) P (x,) = f'(xy)
(iii) Periodische Randbedingungen: P/ (x0) = P/(x») P/(x0) = P!(xs)
Wir behandeln im folgenden nur die natiirlichen Randbedingungen.

Satz 6.18 (Berechnung kubischer Splines)
Wir schreiben Teilpolynome des Splines in der Form

P(x) = a + al (x — x;) + a (x — )% + a (x — x;)® i=1---,n
Die a, sind dann die Losung des linearen Gleichungssystem der Dimension n — 1:

Yisr =Y Yi—Vin

1
P h (6-1)

hiagi_l) + 2(hl + h/+1)3g) + h,-+1ag+1) =3

wobel aéo) = agn) = 0 (natiirliche Randbedingung) und h; := x; — x;,_1. Die restlichen Koeffizienten
ergeben sich zu:

aé') =y (6.2)
N O Yi—VYie1 | h i i
2l = e 323"+ (6.3)
(1) (i-1)
O dy” — dp
= 4
a, 3h, (6.4)

Beweis .
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(i) Berechne Ableitungen der Teilpolynome
pl(x) = al” + 28 (x — x;) + 3al’ (x — x;)?
p!(x) = 2ag) + 6agi) (x — x;)

(ii) Interpolationsbedingung nutzen: Einsetzen von x;, y;:

vi=plx)=a =|a =

Das ist (6.2).

Einsetzen von x;_i:
Yicir=pi(xi—1)= a +a
N——
=Yi

Sy, —V = —h,agi) + h?agi) — h?agj)

(iii) Randbedingungen einsetzen. Wir behandeln nur natiirliche:

0= Plll(Xo) = 28;1) — 6agl)h1

0=P)(x)) =23 =|a” =0

(iv) Stetigkeit der ersten Ableitung

PUx) = Ply(x)  i=1-,n—1

& ai') = al*h 2aé’+1)h;+1 + 3a; e

1
(v) Stetigkeit der zweiten Ableitung
P'(x)=P.Li(x) i=1--,n-1

PN 232(/) _ 2ag‘+1) o 6aéi+1)/7/+1

(vi) Driicke a3 durch ag) aus, d.h. l6sen (6.12) nach a§’+1) auf:

(i+1) (i
, a —a
agﬂ):—z 2 i=1---,n—1
3hit1
umnummerieren:
(N (i+1)
o | a0 = dy” — dp
3 3h;
Das ist 6.4

i=2,---,naus (v) i =1 aus (6.9) wenn aéo) =0|setzt,alsoi=1,---,

(6.5)
(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)
(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)
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(vii) agi) durch ag) ausdriicken. Dazu l6se dazu (6.8) nach a; auf:

al) = Yi Vi _hy[ + hal 4 pal) — n2al) i=1,---,n
i
(N (i+1)
_YiT Vi1 n hal) _ B2 82’ 32,
h,‘ 172 ! 3h/
0y Yi—Yie1  h o) 4 A=) 1
EN _T+§( ay’ + a, ) i=1---,n

Das ist 6.3

(viii) Nun setze a ) und a in die verbleibende Gleichung (6.11) ein:

Yi—VYi—1 h; i i—1 Yiv1 = Vi hisa ' '
— 4 5(235) +al™) = + (220 + al)

h; h;
’ (+D) _ O\
=2a" i, 4302 |22
LT 3hit1
hi 2h;  h+1 - 2hi1
= gagﬂ) + (')( 7 3 T /7/+1) + aé'“)( 3+ + 2hip — h/+1)
_ YT Ye  YiT Vit
i1 h;
82 pal Y 4 2(hy + higy)al) + b altY = 3(y"+hl EI./ _hy"‘l)
i+1 i

Und das ist (6.1). Beachte, dass in (iii) und (vi) ago) = agn) = 0 gesetzt wurde.

Satz 6.20 (Fehlerabschatzung)
Sei f € C*([a, b]). Erfiillt der kubische Spline

s"(a) = f"(a) und s"(b) = f"(b)
so gilt
1
B <L (4)
1785, 1700 = 001 < 31 g 11900
fur

h = max |x; — x;_1]
1<i<n

Beweis siehe Skript

Selbst unter noch (wesentlich) schwacheren Voraussetzungen konvergiert die Spline-Interpolation
auch gleichmalig gegen f.
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Siehe Folien fiir Erklirung zu:

Bewelis zu stiuckweisen Polynomen:

1
max [£(x) — S(x) < 5h max |£(x)|

a<x<b

6.6 Trigonometrische Interpolation

Problem:

Interpolation periodischer Funktionen
weR w>0 f(x+w)="~f(x) Vx € R

Besser: Nehme periodische Funktion als Ausgangspunkt:

a i kx2m C (kx2m
t”(X)ZEOJFkZl{a"COS( " )erksm( " )}

sogenannte ,trigonometrische Summe".
t,(x) ist w-periodisch und hat 2m + 1 Parameter. Setze:

n:=2m
Ab jetzt:
W =2m
AuBerdem: Aquidistante Stiitzstellen
2wk
— k=0,-
%k n+1 7

Interpolationsaufgabe:
ta(X) = yk = F(x) k=0,---,n

Es zeigt sich: Es ist einfacher dieses Problem in C zu losen! Dazu betrachte komplexe trigono-
metrische Summe:
kx

——

m i
th(x) = Z cke ¢ c €C
k=0

mit / := +/—1 imaginare Einheit.
Eulersche Formel:
e =cosp+isiny pelR

Hilfssatz 6.22 (Komplexe Einheitswurzeln)
Setze:

: : 2Tk
Wy = e | = et Vk € Z

und gegebenes n € IN. wy € C heilst ,k-te Einheitswurzel”.
(Grafik: Einheitskreis im Komplexen mit einigen Einheitswurzeln wy, - - - aufgetragen)
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6.6 Trigonometrische Interpolation

(@) W' —=1=0 VkeZ

Wk sind Losungen von w™! —1 =0

montl
with = ()" = e = cos(2mk) +isin(2mk) = 1
~——— —

(b) w, = wf Vi k€EZ
= () = () =

(©) Wk_j: Wj’k VijkeZ

(d) VVJ _ Wj mod (n+1 __ WJ

k mod (n+1)
Selj—r(n+l)+sm|t0<s<n
j2mk -2mk[r(n+1)+s] 2"kdﬂ+T7
VVJ = e n+l = elg;ggﬁiigggi = e

k

N , n+1 k=
(e) Xiow, =
0 k e 7\ {0}
k=0: w+0 =e0=1 YV
k+0 Wl — 1= (w —
#0 fiir
k#0

Satz 6.23 (komplexe trigonometrische Interpolation)
, ¥n € C gibt es genau eine Funktion der Gestalt

n
th(x) = Z cre'™™
pay

Zu gegeben Zahlen yg, - -

die den Interpolationsbedingungen

th(x) =y

genligt. Die Koeffizienten sind gegeben durch

Ck =

Beweis .

n

th(x) = Z cre'™ =

k=0

i mod (n+1)
k mod (n+1)

2wk5
en+1 =

VVJ mod (n+1)

Yiol=n+1

(W + w" L+

+w+1)=0

n+1j:O

S

j=0---,

" 27
T on+1
D oye i ¥k=0,--n (6.15)
> awk = py(w)

Jedem t; entspricht somit eindeutig ein Polynom im Komplexen

tr(x) = pa(e™) =y

_j:O,"',n
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hat eindeutige Losung. Berechnung der Koeffizienten:

n n n

pn(eixj) = Z Cl(eixj)/ — C/e/% = Z C/le i3 %

Losen des LGS:

Z = O”Wl:f [i C/ej() = i C [ C Wj/_k] — i W;:jyj
J Jj=0

J

N n+1 I—k=0
Wik = {0 I—k#0
=0 —K#
und damit
n ) 1 n
_ —Jy,. o Xk
c(n+1) _ZW“ Y& Ckn+1Z)/Je
J=0 j=0
O
Satz 6.24 (Diskrete Fourier-Analyse)
Fir n € INg gibt es zu geg. reellen Zahlen yg, - - -, y, genau ein trigonometrisches Polynom der

Form

ta(x) = % + i {ak cos(kx) + by sin(kx)} + %amﬂ cos((m+1)x)
k=1

mit t,(x;) =, Jj=0,--,n Xj = ,f—}r”l sowie
© = 0, m = g ngerade N ag, ", am, bi, -, b
©@ =1 m = %1 nungerade — ag,*:*,admy1, b1, o, bm

Die Koeffizienten sind bestimmt durch:

2

n—+1 4
J

n n
2
:Oyj cos(Jxk) K=o j:EOyJ sin(jxx)

dx =

Bewels .
Berechnung der ay, bx aus den ¢, erfolgt durch:

dyg = 2C0
ax = Ck+ Chp1—k k=1, m
b = i(ck—Cry1-k) k=1,---'m

Ami1 = 2Cmi1 (n=2m+ 1 ungerade)
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6.6

Trigonometrische Interpolation

Ak = Ck T Chy1-k

n—+

n+1

n+1

n—+

n
Z_}/j(e_ljxk + e_IjXrYH»lfk
Jj=0

n
yj(e*/J'Xk 4 e/JXk)
Jj=0

n
yi(cos(—jxk) + i sin(—jxk + cos(jxk) + i sin(jxk))
=0 —cos(ne —sintiz)
n
Zyj cos(Jxx)
Jj=0

O

Bastian erklart das Gibbsche Phanomen und zeichnet einen hiibschen Graphen. Siehe auf der
Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/Gibbssches_Phédnomen

Schnelle Fourier-Transformation

Wiederholung 6

Ck

Yj

N=n+1
Matrixschreibweise:

(9]

2T

che’%k (mit —=x;) j=0,---,
k=0 N

DFT = Diskrete Fouriertransformation

(Co,"' yCNfl)T y = (J/o-'k
- 2mk)
ﬁWy (W)kg = e ''~v
Uc (W)jx = wf
1 _1 1

k=0, -,


http://de.wikipedia.org/wiki/Gibbssches_Ph�nomen
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N gerade
N—-1 "
N _ 4 _j2mik
C = yje N
Jj=0
41 41
_j2m2jk _ 2@k _ 2m2jk | 2mk
= y2je N 4 E yzjﬂe N N N
Jj=0 Jj=0
gerader Teil ungerader Teil
N N
N1 N1
— N
2y ke ) e
Jj=0 J=0
————— —,————
=:Ef DFT der Lange N/2! =&/ DFT der Lange N/2!
Also:
[ J

o Ef berechnen sich durch je eine DFT der Lange %

e Berechung der urspriinglichen Koeffizienten:
& = &lt+e el 0<k<¥
Gk = CN‘f—/\//2 +e Cenye 3 <k<N
e Prinzip: , Teile und Herrsche" (Divide and Conquer)
e Rekursive Fortsetzung erfordert N =29 — bis N = 2 erreicht wird

Beispiel: N=8

Oaol  oo4 O40  OAA oo, M4  Axc AAA
. = 3
y & g 7a )’3 Ve /5 // /;
oy : V¥

/r ?( & y(-l \y(_ f / :y 4 2 7.;-,' / 2

3.; \ IJ L

VA X, & TLEI 1N TS i f SRS, A

43 g« ] “u

000 Aeg A0 AAC goA A04 CAA AAAN

Permuationen beschrieben durch bit-reversal

(bg—1,-++,bo) = (bo, b1, -+, bg—1)2

Aufwartsphase:
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.perfect shuffle"
Aufwand: N = 2¢

A(N) = 2A(g) +c-N

N
:2[2-AZ+C/\/2]+C-/\/

N
=4-A(—+c-N+c-N (d-mal---)

4

_ d

= 2° A1)+ cN+---+cN
=N d—1 Summanden

=d-c-N=O(NIdN)

6.7 Approximation von Funktionen
Wir betrachten Approximationen in sogenannten Prahilbertraumen

Definition 6.25
Ein Vektorraum von Funktionen linber R und C mit Skalarprodukt heillt Prahilbertraum.

Beispiele

(a) Raum der stetigen Funktionen C(a, b) mit dem Skalarprodukt

(f.g) = f F(x)g(x)dx
FIXME: Graph

(b) Raum der quadratintegierbaren Funktionen

b
L%(a, b) = {f | f If (x)|Pdx < oo} (Lebesgue-Integral)
a

L2(a, b) ist vollstandig (jede Cauchyfolge konvergiert) beziiglich der Norm

Il = (£ )
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(c) Gegeben:
V=A{41,--- ,¥n} ¥ € C(a b)
S=spanV ={f:f= Z,Nzl cii}

endlichdimensionaler Hilbertraum (mit SP von oben). Betrachte folgende Aufgabe:

S C H mit dim H < oo zu gegebenem f € H finde g € S, sodass

|f — gl — min

wobei ||| = /(f, f)

Satz 6.26 (Allgemeine GauR-Approximation)

Die Aufgabe (6.17) hat genau eine Losung g € S. Diese ist charakterisiert durch:

(9.0)=(f.0) VpeS

Beweis .

(a) Sei ||f — g|| minimal fir g€ S

Fo(t) = |If — (g + to)|? F, : R — R fiir beliebiges p € S

g Minimum = 2 F,(t)] =0 =0

= S [(F—9.F ~ )~ 26(F — 9.9) + (0. 0)] leco
= [-2(f — 9.9) + 2t(¢, ¥) |0
= -2(f —g,9) =0

S (Ff—g,9)=0 VpeS
(b) Sei (f —g,p) =0 V¢ €S Fiir beliebiges ¢’ € S gilt:

IF=dI? = |f-g—elP=(F-9g—0,f—g—9)
g=9+g — ¢
N——
=(f—g.f—g)—2t(f —g,0)+(p,0)
~——
=0 Vo
=||If = gl> + llell* > |If — g||* also g Minimum

Damit
[f =gl > min& (f—g,9)=0 VpeS

(6.17)

(6.18)
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(c) Eindeutigkeit des Minimums

Angenommen es gabe zwei g; und g» und g1 # g

1f=gl?=f — g} +g—al?
-
©
=|f =gl + lgo — a1 lI> |If — oI zu g1 min.
—_———

>0 da g1#g»

(d) Existens des Minimum:
S endlichdim. Basis W = {91, -+, ¥n}

N
g= Z e
g=1

(9.9¢) =(f.p) VoS

]
}—\
=

@Zajwj v)=(fw)

(A),J (b),

&[Aa=0b)

H Pra-Hilbertraume, A C endlich dimensional, g € S : ||f — g|| — min fir f € H

= (ge)=(fe)pecs
W — {1y, , Yn} S = spany, Basis.

A ist symmetrisch und positiv definit
(i) (A= @, i) = Wi ¢y) = (A)ji
(if)

aAa = Z Q; Z(A),Jaj] Z Q; [Z(% )i )O‘JJ

N N N N
=D, ZO‘J%TP/‘] =2 ¥ ) it
=1 ' =

i=1 J=1
—_—— —
ges’g¢0 f€5.g¢0

=(9,9) = ||g|> > 0 da g # 0 < A invertiertbar
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(9.0)=(f.0) VpeS

b b
fg(dezf fodx Ypoe S

dgd b
f—g—‘pd ffcpdx Voes
dx dx 5

d?
, e L9 _ = fin(a, b) ,Randwertproblem"

dx?
g(a)=g(b) =0

Approximation mit Orthonormalbasen
W orthonormal, d.h. (¥;, ¥;) = §;;. Dann gilt:

Zaj'lpj ”Ll))—a/—(f,wi) =1,

6”

N N
g= Z o = Z(f’ Yi)yi
=1 =1

Beispiel 6.27
Fir N=2n+1 ist

1 1 1 1
\IJ,::{— ——COSX, -+, —=cos(mx), —=sinx, - -
T

Vo' VT VT

eine Orthonormalbasis auf [—m, 7]. Dann gilt

9(x) = 30 +Z ay cos(kx) + by sin(kx)}
k=1
1
Ak = %f f(x) cos(kx)dx k=0 ---,
1 (" _
ka;f f(x)sin(kx)dx k=1,---,

m — oo Fourierreihen

Fehlerkontrolle

,%sin(mx)}

Bisher: S C H, optimales g € S nerecjmet Fehler ||f — g|| imd akezpetiert.

Verfeinerung der Approximationsaufgabe:

Finde S C C mit dim S moglichst klein, so dass ||f — g|| < TOL (vorgegebene Zahl)

Geht geschickt mit Orthonormalbasis!
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e Sei Sy, N € N sei eine Folge von Approximationsraumen mit dim Sy = N (Oft gilt
Sn C Snt1)

e Sei gy die Bestapproximation in Sy

e W, sei Orthonormalbasis von Sy (oft gilt Wy C Wpy1).

Fir den Fehler gilt:

0<||f —gnl>=(f —gn.f—gn) = (f. F) —2(f, gn) — (gn. 9n)
N N N

= () -2F ) () w)w)+(Z(f,w,-)w,-,Z(f,wj)wo
= (f, f)—zz(fw>(fw>+22<f W(F. ) (%5 %)
=1 j=1 5u

ff—Qwa wa)

=1
N
= (f,f)— Z (, W
2 /
(11l

also

N

I —gl>=|Ifl*> - Z(f, 2;)? ,Parsevalsche Formel*

p)

Fehlerkontrolle:

If =gl = (f.f) - )? < TOL(f,f)

M=
—~~
)

i=1

S| > () > 1 -TOL)F f)|  TOLe(01]

i=1

Bemerkungen:

(a) Datenkompression: H endlichdimensional, dann ist (f, f) exakt bekannt, sonst (f, f)
hinreichend genau berechenbar

(b) Wy C Wy (hierarchische Basis) — einfaches Hinzufiigen von Summanden

(c) Fehler wird nur kleiner:

N+1

If = gniall? = (F. 7) Z(fw )2 () - Z(fw —(F Y1)

I —anl?
= If = awll® = (£, Wnr)® < I — gulf?

>0
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Adaptive Approximation mit Haar-Wavelets

Es sel
tr(f) ={x:f(x)#0}

der ,Trager" einer Funktion. Oben definierte Fourier-Basis erfiillt

tr(y) = [—m, ] fir ¥ € Vg

(Skizze zu Unterschied zwischen Mathematikdaten (total glatt, oder definierte Zacken) und
natiirlichen Daten (total viele kleine, unbestimmte Zacken, teils mit riesigen Ausschlagen)
Man hatte gerne Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

(a) (¥i, ;) = dj; orthonormal
(b) Wy C Wy hierarchisch
(c) dim(tr(v;)) — 0 fiir i — oo ,lokale Trager"

Definition 6.28 (Haar-Wavelet)

Definiere sogenanntes ,mother wavelet": 1(1, .
1 O0<x<1
V(x)=4-1 1<x<?2 1 o Il i
0 sonst
1T O—
und die Abschneidefunktion X
(x) 1 0<x<1
X) =
x 0 sonst : ¢ :
-1 0 1 2

Fir / € Ny (Stufe) und 0 <7 <271, j € Ny (Index) ist das Haar-Wavelet gegeben durch

Wl(x) = max(V2/-1,1) - W(2'x — 2i) - x(x)

Die Haar-Waveletbasis der Stufe / € INg ist:

vi=gyolJ U @

Jj=1 1i=0

/=0 also0<i<20t=2

08 = max(y/ 2, 1)- 900 () = 300

=1
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/=1 also0<i<?271=1

Wo(x) = max(1, 1) 9(2x) - x(x) = ¥(2x)

[ —
=1
/>0 | |
7T Zoxcan
W:(X) ={_ /o1 21'2+Il <x< 21'2+I2
0 sonst
wo
1
=0 — h

1/2 1
14
\/5 LIJ% lllllllllll;\ll‘lp%
(=2 — .Jl *—l—.

1/4 1/2 /3/4° 1
\/3—— ! / ) {lli‘lllllllll
/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 1
21 — — — —

Anmerkung: Trager werden mit jedem Schritt um den Faktor 2 verkleinert (siehe Graphen).
Baumstruktur:

tr(yitt) C tr(v))
tr(yhil,) C tr(4))

Orthogonalitatseigenschaft

Es gilt:

1 fallsi=j und k=1
0 sonst

W) — {

1) i=jAk=1lk=1

Fir | = 0 — offensichtlich erfiillt



Peter Bastian: Numerik 0 (27.01.2010) 83 6.7 Approximation von Funktionen

Fur />0

2i+1

(W, P)) = f T (V2 1)2dx = 2 =1

2/

2) |'= k aber i #j dann gilt tr(]) Ntr(¢]) = @ also (¥, ¥]) =0

3) 0.B.d.A. gilt | > k, d.h. insbesondere / > 0 dann ist wj’.‘ ist konstant auf tr(+/) somit ist

2i+1

W)= _c_ [ wlox

Wert wj’.‘ !

tr(w)

P! C Pt erfiillt, da immer nur Basisfunktionen hinzu genommen werden.

Veranschaulichung

Wir definieren die Funktionen
1 L <x< il
<p’1(x)={ 2 -2 le M0O<i<?2

(Fixme: Graph der Funktion)

S! = span ®/
S'ist der Raum der stiickweise konstanten Funktionen auf dem Intervall [0, 1] beziiglich der
Unterteilung (%, Z#]. Es gilt

spany’ =spanV¥/ = &/

(Fixme: Graphen zur Veranschaulichung. .. sieht aus wie Balkendiagramme iiber die entsprechen-
den 2/=1 2/ ...)
Der Beweisidee folgend kann man auch eine Funktion f beziiglich der Basis ®' in eine beziiglich

W/ umrechnen. Umgekehrt:
f(x) = Z Z Y]
T
Umrechnung in W/

effiziente Auswertung

211

6=, 2, v

j=0 i=0

—

ist auszurechnen. Auf [0, 1]; fiir x € [0, 1] tragt nur eine kleine Menge der Basisfunktion bei, weil
Trager lokal begrenzt.
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Algorithmus:

f = cqp(x);

Jj=1,i=0

while(true) {
f=f+cP(x);
if(j =1) break;

{2/ x € tr(¢ith)

2i+1 xetr(Ph]
Jj=J+1

}

Gegeben: Darstellung von f € S. Gesucht: TEilraum S € S' so dass ||f — f|| < TOL(f, f) und
S moglichst klein.
Algorithmus:
I ={(0,0)}; I <{(i,1)|]€Ny0< 21}
s=(f,43); // Fehler e = (f, f)
while(s < (1 = TOL)(f, 1)) {
wihle k und (k,/+ 1) eines (i,/) € I mit (f, 9, ") maximal
I=1U{(k,1+1)}
s=s+(f, 9

7 Numerische Integration

auch ,numerische Quadratur”
Wir beschranken uns auf Integrale einer Raumdimension:

b
/(a'b):f f(X)dX

Alle behandelten Verfahren fiihren auf folgende Form
I(f) = ) wif(x) + Fehler
i=0

Hierbei sind
w; € R die Gewichte x; € R Stiitzstellen

7.1 Newton-Cotes Formeln

interpolatorische Quadraturformeln
Idee: Stelle Interpolationspolynom P auf, beziiglich gewisser Stiitzstellen berechne Intergral tiber
P exakt
Formel: Stiitzstellen (x;, f(x;)), i =0, -+, n. Interpolationspolynom in Lagrangedarstellung
n

Po(x) = D FORL (x)

i=0
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T (x = x)

L(n) _ J

’ Jl_([ (xi — ;)
J#i

Integral:

I(f) =~ I"D(F) = fb P.(x)dx = Z fF(x) fb L™ (x)dx (7.1)

Definition 7.1 Ordnung einer Quadratur
Eine Qudraturformel /(" (f) hat mindestens Ordnung m, wenn sie Polynome vom Grad m — 1
exakt integriert.

e hier: /[-Polynome Grad n, n—+ 1 Stiitzstellen = Ordnung ist mindestens n
e spater: geschickte Stitszstellen bis Ordnung 2n+ 1 bei n 4 1 Stiitzstellen
o Fir f =1gqilt p=1, damit

b n
ldx=b—a= Wi
1 2

Newton-Cotes-Formeln verwenden dquidistante Stiitzstellen.
(a) Abgeschlossene Formeln (a, b € Stiitzstellen, n = 5)

XJ:a‘f‘_jH /':O,...’n

Berechnung der Gewichte
abgeschlossene Formeln:

1O " F(x) f L (x)dx
i=0 0

w; (unabhangig von a und b)

= 0-0 (5 [ 100ax] 10

=0

Wi

Substituation

x=g(s)=a+s-H s:g’l(x):x;/_/a J(s)=H
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ergibt
1 1 gil(b)
W= —— €2 L (x)dx = L(a+sH) d'(s) ds
b—a ! b—a g-1(a) ! \7’-//_/
- a+sH—-(a+JH 11" —J
afl_[[ sH —( -J]:‘fl—[s-J-dS
la+iH—(a+jH)] ndo | ;i—J
_/;t, J#i

Berechnen der Gewichte

(a) Abgeschlossen:

ID(f) = b (a) + f(b))  Trapezregel
1@(f) = b (a) + 4f (2 il b) + f(b))  Sipsonregel / keplersche FaRregel
1®(f) = —(f(a) +3f(a+ H)+3f(b— H) + f(b)) g—RegeI
(b) offene Formlen
JO(F) = (b — a)f (2L ”) Mittelp.-Regel
1D(f) = —(f( + H)+f(b—H))
1@ (ry = - —f(a+b+2f(b—H)))

Wiederholung 7

-

f(x)w; ~e® f(x)dx
=1
Bemerkung 7.2

Ab n = 7 (abgeschlossene Formeln) und n = 2 (offene Formeln) ergeben sich auch negative
Gewichte w;.

e Fiir f(x) > 0 erwartet man fab f(x)dx > 0. Dies gilt aber nicht unbedingt fiir /(M (f)
falls negative w; vorkommen.

e Erhohte Gefahr der Ausloschung

e Kondition ist schlechter:

Stérung von f: f(x;) = f(x;) + Ay + i Ay <&
/(”)(f) Zf(X,)WI Z(f(X,) +Ay/)W/

= Z f(x,)W,+ZAy,W,

E/—/
1M (£)
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[[(F) = 1)) = > Ayilwi| <& ) wil
i=1 i=1

~——
()
(+) alle w; positiv Shiowl =%, wi=b—a
k) =
Gwichte nicht unbedingt positiv Y, |w;| > b—a

Satz 7.3 (Restglieder)
Fiir den Fehler in den Quadratformeln gilt:
(i) Trapezregel:
(b—a)®

5 £ (€) f e C?a, bl €c|a, bl

1)) = 252 7@+ F(0)) = -
(i) Simpson-Regel

{f(a) + 4f(a “QL b) + f(b)} = %ﬂ‘”(g) f e C5a, bl &< la bl

(iii) Mittelpunktregel

a+b): (b—a)?

/(f)—(b—a)f( > 2 f(€) f e C?a b], €€ a b]

Beweis .

b b £(n+1) X n
[ 760 = prtax = [ E D [ xax

Trapezregel 1(F) — IV(f) = %fb f"(n(x)) (x — a)(x — b) dx

a

g(x) w(x)<0
1
MWS d. Int.rchng. = Ef( ¢ €’ (x—a)(x— b)dx
n(x’)
b— a)?

e Mittelpunktregel hat halbe Fehler der Trapezregel
e Genrelle Form: c(b — a)™+1f(m(¢)

7.2 Summierte Quadratformeln

Erhohen des Polynomgrades wenig sinnvoll, da

e negative Gewichte
e | agrange-Interpolation konvergiert nicht punktweise
e Entsprechende Differenzierbarkeit von f erforderlich
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Idee:
Unterteile [a, b] in N Teilintervalle

[X,',XH_1] X/:a+ih 1=0,---,N—-1 h=

e wende eine der obigen Formeln /(W (f) in jedem Teilintervall [x;, x;41] an
e = Summierte Quadraturformeln”

Satz 7.4 (Fehler bei summierten Quadraturen)
Fir die je Teilintervall verwendete Quadratur gelte die Restglieddarstellung

/[X/rXi+1](f) - /(n) +1](f) = anhn+2f(n+l)(gi) gi € [X/, XH—I]

[xi.xi

Dann gilt fir die summierte Formel:
o) (F) = 1) = ap(b = a)h™ D) £ € [a, b]
(Trapez: n=1,m=1; Simpson: n =2, m = 3)

Beweis .

Zwischenwertsatz: g(x) stetig auf [a, b], dann 3 zu jedem
g(a)

u € [min(g(x), g(B)), max(g(a), 9(B))] {

ein n € [a, b] so dass g(n) = u. .

= Erweiterung auf N Stiitzstellen
& € a, b i=0,--- ,N—1 und g stetig

Dann nimmt g jeden Wert zwischen min; g(§;) und max;(g(&;)) an.

N—-1 N—-1
ming(€) < 7 3, 9(6) < maxg(€) = 3¢ sodass g(6) =y 3, 9(6)

N—1
1(F) = 19(F) = Z o h™P2FMED (Y €€ [x, X

=0

N-1
— Otnhm+2 Z f(erl)(Ei) — anhm+2Nf(m+1)(€)
i=0

—————
=NF(mH)(€)

b ; af(n-i-l)(g) — anhm-i-l(b . a) f(m+1)(£)

__b—a
h= N

N a hm+2
— n
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Beispiele:

(i) Summierte Trapezregel

N—-1

I = 0 FEE O + o)} = {fw)*‘§]f<>-kfun}

=0 A,—/
2

(F) ~ 9(F) = ~2=2E) g e o]

(il) Summierte Simpson

2880

(iii) Summierte Mittelpunktregel

N

§ i i b —

//SO)(f) — hf(—x +2X+1) /(f) _ /(O) — ah2f”(€)
—

Bemerkung 7.5

[}
2
2(F) = 210 + 210(F)
\——~V——-/ \____\/____/ ——
Simpson Trapez Mittelpkt

= Unterschied zwischen

oder
IP(F) und 1% O(F)
——— ————
o() o(?)

liefert Moglichkeit zur Fehlerkontrolle

I = —/(1)(1‘) +219(f)

NI~
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7.3 Quadraturen hoherer Ordnung

Romberg-Integration

= Extrapolation zum Limes mit Summierter Trapezregel

lim 1D(F) = 1(f)

h—0 N

Euler-MacLaurinsche Summenformel:

( _ / (f) Z h2k (f/ik (f(zkzl)(b) f(2k 1)( )) —|—h2m+2 (282:1——1—;) (b _ a)f(2m+2)(£)

unabhangig von h

B; Bernoulli Zahlen

Gaul3-Integration

Frage: Lasst sich die Genauigkeit bei freier Wahl der Stitzstellen erhohen?
Idee: Wahe w;, x; sodass Polynome moglichst hohen Grades exakt integriert

Satz 7.6
Die maximal erreichbare Ordnung einer Quadraturformel mit n+ 1 Stiitzstellen ist 2n+ 2 (d.h.
Polynome vom Grad 2n 4 1 werden exakt intgriert)

Beweis .
Angenommen Ordnung 2n + 3, d.h. Polynom vom Grad 2n + 2 wird exakt integriert. Betrachte:

q(x) = ﬁ(X - Xi)2

e g(x) hat Grad 2n+2
e g(x) >0 Vxund g(x) £ 0 also fldx>0
e andererseits Y7 4 q(x;) w; =0°

——

=0

Satz 7.7 (GauB-Quadratur)

Es gibt genau eine interpolatiorische Quadratformel zu n+ 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen
in [—1, 1] mit der Ordnung 2n+ 2. lhre Stiitzstellen sind die Nullstellen Xg, - -+, X\, € (—1,1) des
(n+ 1)-ten Legendrepolynoms L, 1:

2n—l—1
n+1

Lo(x) =1 Li(x) =x Lnpa(x) = Ln(x

1 Ln1(x)

Die Gewichte erhalt man mittels
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Beispiele:
h_b—a C_b+a
2 2
b—a
n=2: [D(f) = b2 {Sf(c—\/g—h)+f(c+ \/gh)} Ordnung: 4
n=2: [A(f) = 1_8‘3{5f(c—\/§—h)+8f(c)+5f(c+ %h)} Ordnung: 6

Entsprechend lassen sich summierte Formeln definieren.

7.4 Ausblick

Adaptive Quadratur

Betrachte )
1075 + x2
Summierte Quadratur mit fester Schrittweite ineffizient.

f(x) =

Prinzip von Archimedes:

[ ] /(f):/0+/1+/2+
e Breche rekursive Unterteilung ab, falls |/;| klein
genug

Mehrdimensionale Quadratur

Die Welt ist nicht eindimensional. Fiir Recheckte (d = 2), Quader (d = 4), .. .lassen sich obigen
Formeln leicht erweitern:

d b d _n n d
[ [ fexnaxay = [ 3 fooymdy = Y [ fxydym
C a Cc i=0 C

=0

zZZf(x,,w)w

i=0 j=0 =w;

Allerdings sind nicht alle Gebiete Rechtecke (anders als in 1D!). ~Einheitsrechteck” ¥

Koordinatentransformation: . ”/:\
Abb-(“’@'”)):[—1,1]><[—1,1]wc1a2
'lp(&'r T’) | - E
-1 L (tp(E. n))
a1, 1 W(E, n)

[ roenaar=[" [ 11f(w(E,n)ﬂ/J(&.??))(%((?;b)))dgdn
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‘B(wvw) 22 (&m) %(E,n)
8(¢. ) LEm) FEm

Summierte Formeln in mehreren Raumdimensionen. Bei kom-
plexeren, z.B. Gebieten mit Lochern reicht das nicht

= det[ (Transponierte Jacobimatrix)

e Zerlegung in Teilgebiete die sich auf Rechtecke trans-
formieren lassen. ,Gittergenerierung” nicht trivial und
schwierig ,automatisch” zu machen

e Erfordert Beschreibung des Gebietes 2

e Zusatzlicher Geometriefehler durch nicht exakte Ap-
proximation der Geometrie

e Man kann auch Simplizes (= Dreieck, Tetraeder) zur
Unterteilung verwenden)

Fluch der Dimension

Ist d sehr grols, so sind die hier behandelten Methoden nicht brauchbar.

Betrachte Q = [0, 1]9. Zerlegt man [0, 1] in zwei Teilintervalle je Richtung so hat man den
d-dimensionalen Wiirfel in 29 Teilwiirfel zerlegt.

= Der Aufwand steigt exponentiell in d an. Dies bezeichnet man als ,Fluch der Dimension”. Eine
Moglichkeit ist dann die Monte-Carlo Integration

C N
I(f) ~ D f(&)  mit Zufaliszahlen & € Q
i=1

8 Iterative Losung von Gleichungsystemen

In diesem Abschnittt betrachten wir die Losung von algebraischen Gleichungen
f(x)=0mit f: R" — R"

Dabei beschranken wir uns zunachst auf den Fall n =1 (skalar).

Intervallschachtelung

Idee: Angenommen man kennt ein Teilintervall [ag, by] so dass f(ag)f(by) < 0 (unterschiedliche
Vorzeichen) und f sei stetig. Dann hat f nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine Nullstelle
in [30, bo]
Algorithmus: Gegeben: Iy = [ag, bo] mit f(ag)f(by) < 0 und € > 0 t=0;
while(b; - ar > €) {
x¢ = (ar + bt)/2;
if(F(x) ==0) {
ar = Xt — €, by = X
}else if(f(as)f(x:) <0) {
Arr1 = ar, bry1 = X¢; // Nullstelle in [a:, x¢]
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} else {

Ari1 = X¢; bry1 = by; // esist f(x;)f(b;) <0 da VZ von f(a;) = VZ von f(x;)
}
t=t+1;

Iy
Analyse: Es gilt
ar < ary1 < bpr1 < by

und

1 t+1
|ber1 — arta] §§|bt—at|=(§) |bo — ao|

(solange nicht f(x;) = 0).
Bemerkung:

e Konvergenz ist linear mit Rate 3
e Sehr gut geeignet fiir monotone Funktionen
e nur fiir reelle Funktionen im R! geeignet

8.1 Newton Verfahren

Die Funktion sei (mindestens) einmal stetig differenzierbar.
ldee:

Gegeben: x;. Da f € C’ gibt es , Tangente".
Ti(x) = f'(x)(x — x¢) + F(xz)
Nullstelle der Tangente:

f(xt)
f7(xt)

Ti(x) =0 x=x —

Dies fuihrt zur Iterationsvorschrift

. f(xt)
Xty1 = Xt — f’(Xt)

Xe  Xov1

Offensichtlich ist |f'(x;)| > 0 erforderlich, d.h. wir setzen voraus, dass die Nullstelle einfach ist.
Das Newton-Verfahren lasst sich auf Systeme f: R” — R" erweitern:
Es existiere die Taylorentwicklung von f:

= Of; .
fi(xe + Ax) = fi(x¢) + Z —(x:)Ax; + Ri(x¢, Ax) i=1---,n
= 0%

in vektorieller Schreibweise

f(xe, Ax) = f(x¢) + 1(x:) Ax + R(x¢, Ax)
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of; o
(J(xe))ij = a_XJ‘(Xt) ,Jacobimatrix"
Ignorieren des Restgliedes entspricht ,Linearisierung von f*

& Ax = —J 1 (x)F(xe)

fluhrt zur Iteration
Xe41 = X¢ — J_l(Xt)f(Xt)

Jeder schitt erfordert Losung eines LGS mit der Jacobimatrix!
Nun untersuchen wir die Konvergenz des Newton-Verfahrens. Allerdings nur im R*.

Satz 8.1 (Newton-Verfahren)
Die Funktion f € C?[a, b] habe in (a, b) (Inneres!) eine Nullstelle in Z und es sei

o : ! — "
mi= o, IFII> 0 M= max [F0)

Es sei p > 0 so gewahlt, dass

M
q::%g<1 Kyz)={x€eR||x—2z| <o} Cla b

Dann sind fiir jeden Startwert xo € K,(z) die Newton-Iterationen x; € K,(z) definiert und
konvergieren gegen die Nullstelle z.
Dabei gilt die a-priori Fehlerabschatzung

telN

(a-priori: nur Abh. von den Voraussetzungen. a-posteriori: auch Abh. von bereits berechneten
Iterationen)

und die a-posteriori Fehlerabschatzung:

1 M
Ix; — z| < E|f(xt)| < %|Xt _Xt—t’2 telN

Beweis. Vorbereitungen:

(i) Mittelwert der Differnatialrechnung liefert fiir alle x,y € [a, b], x # y
Fix) —fy) vor. 1
————= = [f(§)] > IF(x) — f
‘ 2L =11 2 m e ~IF0) — )

e f ist Lipschitz-stetig
e die ullstelle z ist eindeutig, da sonst 0 < |z — 2| < %|f(zl) —f(z)|=0
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(i) Da f C C?[a, b] gilt folgende Taylordarstellung:

Fly) = F(x) + (v — ) F(x f(x O (x)dt

R(y.x) Restglied

Transformation des Integrals mit

o(s)=x+s(y—x)  ©:[0,1] = [x,y]

liefert flir das Restglied
RUv.x) = [ “(x— )" (t)dt = f (x — () F(io(s))ds
— f (x = x—s(y = X))F(x + sy = X))y — x)ds

:—(y—x)2‘f0 sf’(x +s(y — x))ds

und damit

Ry < =202 [ s|f(x+ sty =) ds < Ty =<

<M nach Vor.

(iii) Nun setze

f(x
90) = x— P (@ e = 9(x)
Dann gilt:
f 1
06) = 2 = X~ 18— 2 =~ {00 + (2 = 07'(0)
=—R(z.x)
wh. f(z) =f(x)+ (z = x)f'(x) +R(z, x).
-0
Fir x € Ko(z) gilt dann
1M M wg. <1
_ < |y %= —|x — _
9(x) <—Zle-xP= k-2 -z "<y
<p <p da xeRy(2)
N——

<1 n. Wahl v. o®

Somit folgt aus x € K,(z), dass auch g(x) € K,(z). g bildet die Menge K,(z) auf
sich selbst ab.

Die Newton-lteraten sind x;11 = g(x;). Setze

M

M A= Mgy -2 M — 2= 22
Ot = om t— —2m9 t—1 =5, t—1 = 0i_1
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Somit gilt nach t Schritten:

2t 2t
0e <o <o), - <af)  =o)

——"
=0

und damit wegen |x; — z| = %’”Qt und g = % xo—z|<g<1
N———

<e
2m 2m oty 2m ot
== e < 2429
Ix: — Z| MQt_ MQO S I\/lq

was zu zeigen war.
A-posteriori Abschatzung folgt aus Taylor-Formel flir x;, X;_1:

F(x:) = F(xe—1) + (¢ — xe—1)F (X)) +R(Xe, Xt—1)

=0 nach Konstruktion!

und
LipsAch]ictz 1 1 Y
vom nrang
x:0z < ZUf(x) — F(2) = =r(xe, xe—1)| < —|x; — xe_1|°
)0zl S —IF(x) = F(2) = I xe )] < 5obe— xes

=0

Beispiel 8.2 (Wurzelberechnung mit Newton-Verfahren)
a>0,n>116se x"=a& f(x)=x"—a=0,f"(x)— nx""1. Also

f(x:) x'—a nx{—x'+a n—-1x)+q 1 a
Xey1 = X¢ — = X — = = =—4q(n—1)x
T ) nx] ! nx] ! nx/ ! n {( Jxe + X”‘l}
Satz 8.1 behauptet: Iteration konvergiert, falls xy nahe genug an z.
Hier gilt jedoch: Iteration konvergiert global, d.h. fiir alle x; > 0. Aber
nicht unbedingt quadratisch von Beginn an. fx) = x"-a
1) fir x¢ > z qgilt |x¢41 — 2| < |x¢ — z| da f(x;) > 0 und %o
f | £
f(x) > L& T
2) 0 < xg < zdannist x; > z da f(x) < 0und f'(x) < %}ig)

Man zeigt: fir n = 2 ist fir [xo — v/a] < 2+/a die Konvergenz 21
quadratisch.

Bemerkungen zum Newton-Verfahren

e Das Newton-Verfahren konvergiert nur lokal, d.h. wenn |xo—z| < ¢ — ,Einzugsbereich”.
Wobei

— p i.d.R. unbekannt
— o0 moglicherweise sehr klein ist. Oben: %Q <l=p<

2m=min f’
M=max f"
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e Newton Verfahren konvergiert quadratisch
2 1 1
|x; — z| < c|x;—1 — z|* zum Vgl. Intervallsch.: |x; — z| < §|xt_1 — 7|

e gedampftes Newton-Verfahren: Verbesserung der Konvergenz aulSerhalb des Einzugs-
bereichs:
f(xt)

f'(xt)

Xt+]_ = X — >\t )\t € (O, 1]

Wahl von A; ,Dampfungstrategie”.
e Mehrfache Nullstellen
Sei z zunachst zweifache Nullstelle, d.h. f(z) = f'(z) = 0 und ”(z) # 0. Wegen

f(x)—f(2)

. f(Xt) . f(Xt) - f(Z) Erweitern Xt—2Z . f/(gt)
Xeb1 = Xe = N = Xt T oo T o T Fa
F1(xc) fi(xe) — f'(2) Pl)-rz) F'(me)

und f”(z) # 0 bleibt die Iteration fiir x; — z (und damit n; — z) wohldefiniert.
Man zeigt: Fur p-facje Nullstelle zeigt

f(xt)
f'(x)

Xt41 = X¢ — P

quadratische Konvergenz.

e Sekanten-Methode
Berechnung der Ableitung unter Umstanden teuer. Ildee:
Ersetze Tangente durch eine Sekante:

f(xe) = f(xe—1)

Xt — Xt—1

s(x) = f(x:) + (x = xt)

Ansatz: s(x) = 0 fiihrt auf Iteration

Xep1 = Xe — F(X¢) e T X
t+1 — At t + +
f(Xt) - f(Xffl) Xe1 X X
Konvergenz: lokal mit
2m v — . . W
Ix¢ — z| < Wq’“ teN =M= Fibonaccizahlen

Nur eine f-Auswertung pro Iteration notwendig «:0.723 - (1.618)" Konvergenzordnung
1,618 also zwischen 1 und 2.

Problem: Ausloschung in %

8.2 Sukzessive Approximation
f(x)

Mit g(x) = x — 70 Nat das Newton-Verfahren die form x4, = g(x¢). Da die Nullstelle z von
wg. f(z) = 0 einen Fixpunkt der Iteration x;+1 = g(X;) ist nennt man das auch Fixpunktiteration.
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Hier untersuchen wir nun allgemeine Iterationen dieser Art. Z.B. konnte die Berechnung von
f'(x) sehr teuer sein und man wertet f’ nur einmal ,in der Nahe" von z aus:

f(x)

f'(c)

X1 = X

. Frage: Wann konvergiert so eine Iteration: Insbesondere wollen wir auch f: R” — RR" zulassen.
Antwort gibt der sogenannte ,Banachsche Fixpunktsatz”.

Satz 8.3 (Sukzessive Approximation)
Sei G C R" eine nicht leere, abgeschlossene Punktmenge und gG — G Lipschitz-stetig mit
Konstante g < 1 d.h.

lg(x) =9Il < qllx =l

Hierbei ist || - || eine Vektornorm im R” und g nennt man eine , Kontraktion“. Dann existiert genau
ein Fixpunkt z € G von g und fiir jeden Startpunkt x(©) € G konvergiert die Folge der Iterierten
x(tH) = g(x() gegen z.

Es gelten die a-posteriori und a-priori Fehlerabschatzungen

(t) q (t) (t-1) q* (1) _(0)
xt zl|l < xt x{t= < X

(Wir schreiben den Iterationsindex oben in Klammern, damit bei Vektoren unten Platz fiir den
Komponentenindx bleibt).

Beweis. (i) Da g: G — G ist x®!) = g(x(t7V)) = g(g(x(t=2))) = --- = g(--- g(x@) .- -)
P

t mal

wohldefiniert.
(ii) Weiter ist [|x(1) — x| = [|g(D—g(x"D]| < g|[x® — xED]| < g*]xM) — xO
(iii) Zeige nun, dass die x(*) eine Cauchy-Folge bilden. sei m > 1 und € > 0 gegebne. Es ist

HX(ter) _ X(t)” — H X(t+m) . X(t+m71) _{_X(terfl) _ X(t+mf2) 4ot X(t+1) o X(t) ”

Dreiecksungl. < [|x(Fm) — x(Em=D|| | x(Em=1) _ \(t4m=2) || x (D) _ (0]
(”) < qt+m—1||X(l) _ X(O)H + qt+m—2||X(1) _ X(O)H 4 thX(l) _ X(O)”
Ausklammern = (g™t 4+ ¢t 2 4o 4 ) |xP) — xO)|

. 1—qg™ o
geom. Reihe < qtl—qu(l) — x| < ¢ fiir t > t(¢) hinreichend groR

R” ist vollstandig, jede Cauchy-Folge konvergiert. Also existiert z = lim;_,, x(*) und
z € G, da G abgeschlossen. SchlieBlich ist z = g(z). (Dies zeigt man so:

t bel. _
1z = g(2)| "=z = x +x19 — g(2)[| < |z = x| + gl XV — z|| = 0

—0 fiir t—o0
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(iv) Fehlerabschatzung
[|x M — xB)] < [ xEEM — xEEm=D 3D — x| (wie oben)
= (740" o+ I XV < g X )

absch. durch. geom. Reihe

1—

Fiir m — oo gilt x(t*™ — z rechte Seite ist unabhinging von m, also

2 =X < oo I =XV < g e - x|
\/_/ ————
kann man benutzen um Abstand _qt
zur exakten Losung zu schatzen T I-q

8.3 Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungsysteme
Wir kehren zurlick zur Losung von linearen Gleichungssystemen
Ax=b Ae R™" beR" A sei regular

Definition 8.4
Eine Menge von Matrizen {A( | n € IN} heit diinn besetzt, falls

faif”

Gaul-Elimination ist fiir diinn besetze Matrizen oft schlecht geeignet aufgrund von fill-in.

N g O}' = nnz(AM) = O(n)

k| [ ][ * fill-in * *
wlwle x| % | * Minimierung " *
durch
PR PR 1* | ¥ Umordnen * *
S AEIEIEIERES * *
S AEIEIEIERES *x | *
I EIEIEIERE: S AEIEIEIERES
nnz(An) = 3n-2 fill-in no fill-in

Losen von Ax = b < ,Nullstellensuche” f(x) = b— Ax =0
Definiere Iteration

X = g(x0) = xO 4 CHF(D) = xO + CHb - AxXD) = (1 = CH)xB +C b
| S
=B, lterationsmatrix"”

Fir x .= A71h gilt
9xX)=(—-CAAb+Cb=Ab—-C b+ C'b=A"'b=x
——

X

also x Fixpunkt von g. Fir die Lipschitzkonstante der Funktion g gilt
19(x) = gW)Il = [IBx +C~*b— By — C7*b|| = || B(x — y)|| < ||Bllllx — v

Falls [|B]| < 1 (|| - || vertragliche Matrixnorm) ist g Kontraktion auf R”".
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Beispiele fiir Iterationsverfahren

Setze A= L + D + U mit L strikte untere Dreiecksmatrix, D Diagonalmatrix, U obere Dreiecks-
matrix.

C=D also x(t+1) = x(©) 4 p—1 (b — Ax(®) | Jacobi-Verfahren"

C=L+D alsoxt) =x®O 4 (L +D)t (b— Ax®) A Gauk-Seidel Verfahren"
Iterationsverfahren konvergieren in der Regel nur fiir bestimmte Klassen von Matrizen. Hier ein
Beispiel:

Definition 8.5
Eine Matrix heilBt strikt diagonaldominant falls
D lagl <lagl Yi=1,---.n
J#i
Beispiel: Splines, Radiosity-Verfahren
Satz 8.6
Das Jacobi-Verfahren konvergiert fiir strikt diagonaldominante Matrizen.

Beweis. B =1— D 'A. Zeige ||Bl| < 1 (Zeilensummennorm).

B=I-D'A=1-DL+D+U)=-D*L+U)

1Blloo = DML+ D)oo = max | Y |Z||= max — > ay| <1
i=1,--,n i djj 1:1,---,n‘a,','| pry
S—
<laji| n. Vor.

O

Es gibt viele weitere solche Aussagen flir symmetrisch positiv definite Matrizen, schwach diago-
naldominanten Matrizen, M-Matrizen, ...
Aufwand fir Iterationsfahren

1) Aufwand fiir eine Iteration x(*9 = x(® 4+ C=1(b — Ax() sei a(n). Typischerweise
a(n) = O(n).

2) I — x| < IBJlIx*~" — x]| also
Ix® — x|| < [|1B]|t]|x® — x|| brauche

log e

IBf <& tlog |B]| < loge ¢ t> —r
- log || B]|
<1 1 N——

—_— >0

<0

log e
a(n
) = fog 87 ") o |
||B]| problemabhangig, je nach Verfahren auch von n abhangig. Es gibt Verfahren, die relevante
Probleme (z.B. Rohrmatrix) in Gesamtaufwand O(n) losen konnen!

To Be Continued. ..

Gesamtaufwand: t - a(n) =
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